zi 


4， 可 数 集合 … 

§ 5. 不 可 数 集 各 ， a 
和 6， 半 序 集 和 旨 轩 (0Zorn39[ 理 … 

第 一 党 “习题 … 


第 二 章 ”点 集 
§ 1!。 度 恒 空 间 .n 维 歇 氏 空 何 
§ 3。 聚 点 ` 内 点 ' 界 点 入 
§ 3， 江 集 - 闲 集 - 完 省 集 … 


§ 4、 直线 上 的 下 集 . 闲 集 及 完备 集 的 构造 … 


$5+, 皮 亚 诺 {Peano? 明 线 … 
第 习作 习题 … 


第 三 章 ”测度 论 


1 的 当 forfdan) 测 度 人 ee 
4。 可 测 集 ( 线 ] 
附 邓 “可 测 桌 师 个 定 足 筷 价 性 的 证 明 e tr 


第 四 章 ”可 测 函 数 


S1，、 可 沁 戎 教 及 共性 质 站 N 
和 2， 了 时 某 洲 夫人 (Erepee 定 于 8 
&3， 可 测 葛 数 鹊 构 玉民 


第 五 章 ”积分 论 


和 TI， 获 晶 fRigmann 积分 m101 
人 2， 旨 由 烙 积分 的 定 是 ee 
§ 53， 和 勒 冯 焙 积 分 的 挂 夺 en e113 
§ 5. 积分 的 家 限定 葛 :… Wet a 
#6. 勒 贝 格 积 分 的 几 合 春 义 : 富 比 尼 (Fubiniy 定 理 … el 
有 7， 和 界 码 闫 六 数 … tt ce 
8， 不 定 积分 1 
§9, 着 芒 险 人 各 人 
§ 10. 机 由 本 斯 东 院 测 座 与 可 分 a 


第 六 总 ” ”度量 空间 科 线 性 赋 范 空间 


号 1， 度 晤 空间 的 进 - 步 例子 70 
§ 2， 度 量 空 间 中 的 报 限 - 铺 密 集 -可 分 窑 间 -… e172 
3， 溃 续 喘 昭 … 站 Vas 

§ 4， 司 西点 列 和 完 普 碾 量 窑 间 …… a 
中 5。， 度量 罕 闻 的 完 笛 化 四 
$B， 压 织 限 有 昭 原 经 及 其 启用 7 
§ 7. 纺 性 守则 no 
$$ 8， 线性 轩 范 衬 合 和 巴 拿 笛 给 同 -… a 


第 具 瘟 习题 


第 七 章 ”线性 有 界 算 子 和 线性 连续 汉 六 


§ 1， 线 竹 有 界 算 子 和 线性 过 续 汉 国 ee 
§ 2， 线性 算 于 空间 和 和 共 急 空间 


第 八 章 ”内 积 空间 和 和希 尔 伯 特 (Hilber 打 空间 


丰 f, 内 积 | 的 基本 概念 … Ht 


§2， 探 影 定 再 … a 
§3， 希 尔 伯 特 空间 中 的 就 范 直 闯 系 … 0 


§ 4， 和 希 东 候 圭 鹤 问 上 的 线性 记 拒 汪 亲 本 ee 


5， 自 伞 算 子 、 西 算 子 由 正常 算 子 … 
笔 八 童 ”习题 … 


第 九 章 巴 拿 赫 空间 中 的 基本 定理 


呈 1， 水 国 延 挤 和 定理 


划 2， 丰 [下 , 瑟 ] 的 莫 辆 至 间 rr 
号 3. 正 弧 算 子 … oo 
和 4 网 定理 机 一致 有 界 性 定 荐 … 


§ 5， 强 收 训 ， 玛 收 人 雍和 … 玻 哎 儿 nn 


第 十 章 ”线性 算 子 的 谱 


他 1， 谱 的 概 仿 … a 
$$ 2， 次 异 到 性 算 卫 庶 的 上 申 椒 拍 质 … 


有 3, 屋 集 和 全 连 污 算 于 -…: TP uadavasua aaswuwiin ea 
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引 4，、 自 幸村 连续 和 福子 的 庶 论 和 
5， 有 具 对 秘 楼 的 程 分 汾 程 吕 ee 
第 十 前 习 匡 0 


31. 集合 概念 

实 变 疙 数论 建立 在 实数 理论 和 集合 论 的 基础 世上 ， 对 于 实数 
的 性 质 , 我们 很 定 读 者 已 绿 学 过 ,所 以 本 书 只 是 介绍 集合 论 方 面 的 
基本 知识 . 

集合 这 个 概念 基数 学 中 所 请 原始 概念 之 一 ， 即 不 能 用 别 的 概 
念 加 以 定义 ， 它 象 几 何 学 中 的 “点 "、“ 直 线 ” 那 样 , 只 能 用 一 组 公理 
去 刻 划 ，、 厂 日前 来 说 , 我 们 只 要 求 掌 担 以 下 朴素 的 说 法 ; 

“在 一 定 范 围 内 的 个 体 普 物 的 全 体 ， 当 将 它 门 看 作 一 个 整体 
时 ,我 们 把 这 个 整体 称 为 一 个 集合, 其 中 每 个 个 体 事物 昕 艇 读 集 合 
的 元 党 。” 

顺 恒 遍 明 一 下 ， 一 个 集合 的 各 个 元 素 必 须 是 彼此 互 异 的 ; 哪 
些 事物 是 给 定 集合 的 元 素 必 须 是 明博 的 .下 面 举 出 几 个 集合 的 
例子 ， | 

例 1 4,7,8,3 四 个 自然 数 构成 的 集 ，. 

例 2 全 体 白 然 数 . 

例 3 0 与 1 之 间 的 实数 全 体 . 

例 4 平面 上 的 向 量 全 伍 . 

例 5 fo0, 1 上 的 所 有 实 函 数 全 体 。 

例 6 4.B.O 三 个 字母 构成 的 集 . | 

“全 体 太 个子" 并 不 构成 一 个 集合 , 因为 一 个 人 究竟 算 不 算 “ 天 
个 子 ” 并 没有 明 编 的 界限 , 有 时 难以 判断 他 是 否 属 于 这 个 集合 。 

» I.» 


nm ra 


一 个 具体 集合 4 可 以 通过 列举 其 元 素 9, 5 c,， : 米 定 交 , 井 记 
为 
A={a, b,ce, }, 
也 可 以 通过 该 集 台 中 的 各 元 素 必 须 且 只 须 镀 足 的 条 件 ?来 定 立 ， 
并 记 为 
4:= {z+|z 满足 杂 件 Dp}. 
如 例 1 可 表示 为 {4,7,8,3)}。 例 3 可 表示 为 (x1zet0, 1)}. 

设 4 是 一 个 集合 ，z 是 4 的 元 素 ， 我们 称 z 属于 4， 记 为 
zE4. 2Y 不 是 4 的 元 素 , 称 “ 不 属于 4, 记 为 xzE4. 

一 个 集合 由 且 只 由 其 全 部 元 素 所 确定 。 因 此， 两 个 集合 4 与 
B 当 且 上 只 当 它 们 有 完全 一 致 的 元 素 时 称 为 相等 , 记 为 4 二 B， 例 如 

A=1{2, 3,5,7}),. B=1{3,7,5,2}, 
2 一 人 zlz 为 小 于 10 的 素数 }， 
我 们 有 4=B=C. 

为 了 形式 上 上 的 方便 , 我 们 引进 不 含 任何 元 素 的 集合 , 称 之 为 空 

集 , 记 为 风 ， 例 如 
二 {22 和 7) 二 {zjw 为 实数 且 于 二 一 全 . 

两 个 集合 4 与 如 果 具 有 关系 : 4 的 每 一 个 元 素 和 都 是 妃 的 
元 素 , 则 称 4 是 8 的 子 集 ， 记 为 4CB( 读 作 4 包 含 于 B); 或 称 8B 
包含 4, 记 为 B2D4。 空 集 可 以 看 成 任何 集合 的 子 集 , 若 4 是 8B 的 
子 集 但 不 等 于 B， 则 称 4 为 百 的 真子 集 ， 例 如 全 体 有 理 数 是 全 体 
实数 的 真子 集 . 

必须 注意 SS 和 己 的 区 别 . 5 表示 集合 和 它 的 元 素 之 间 的 关系 . 
性 表示 集合 与 集合 之 间 的 关系 ， 压 当 es4 时 ,不 能 写成 gC4 ,但 
可 以 写成 {a} C4, 这 里 {a} 表 示 只 含 一 个 元 素 e 的 集合 . 

包含 关系 显然 其 有 下 而 的 性 质 ; 

.定理 1 对 任何 集合 4,8,0, 均 有 有 


《17 AC.d: 

《2)》 ACB, BCA, 则 YN A=B; 

(3) ACB, BCO, ACC., 

通常 证 明 两 个 集合 相等 , 总 是 利用 (2》。 


$2， 集合 的 运算 

从 给 定 的 一 些 集 合 出 发 ， 我 们 可 以 通过 所 谓 “ 集 合 的 运算 ” 作 
出 一 些 新 的 集合 ， 其 中 最 常用 的 运算 有 "并 *、“ 交 ”、“ 减 法 "三 种 . 

I. 设 4, BB 是 任 央 两 个 集合 、 设 0 是 由 一 切 或 属于 4 或 属于 
B 的 元 素 所 组 成 , 则 我 们 称 C 为 4 与 B 的 和 集 或 井 焦 , 简称 为 和 或 
并 , 记 为 C=AUB， 它 可 表示 为 

有 AUB={r|ixE4A 或 zxEB}, 

图 1. 1 是 4UB 的 示意 图 . . 

并 集 的 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 的 情形 . 设 有 一 族 集合 
{4。jaE7})， 其 中 必 是 在 固定 指标 集 了 中 变化 的 指标 ; 则 由 一 切 
4x(aE 丰 的 所 有 元 素 所 组 成 的 集 称 为 这 族 集合 的 和 集 或 并 集 ， 记 


为 4。, 它 可 表示 为 


日 4。= {z| 存 在 某 个 as7 使 


xce4.} 注意 ， 按照 集合 的 定义 ， 
重复 出 现在 两 个 被 加 集中 的 元 素 
在 作 和 时 只 能 算 一 次 . 图 1.1 
例 1 Ai= {7}, t=1,2, 3， …， 册 
U 忆 ; 二 41,2， Ws n}, U A;=11, 2, “RR, ), 
i=1 


t=1 


例 2 设 4=tzla-1<xg),1 为 全 体 实数 ,ae7, 则 


U 4= (一 -FTeoo). 


各 三 了 


例 3 设 A -1s1~ 卫 b i 属于 全 体 自然 数 ， 
则 


co 


(4.~ (一 41 


II， 设 4、B 是 任意 两 个 集合 ， 出 一 切 既 属 T 4 又 属于 B 的 
元 素 组 成 的 集合 C, 称 为 4 和 8 的 积 集 或 交集 , 简称 为 积 或 交 ， 记 
为 二 A 站 B， 它 可 以 表示 为 

用 站 五 一 {zlzEd 且 xeB}, 
如 图 1, 2 所 示 . 

交 的 概念 也 可 以 推广 到 任意 
个 集合 的 情形 ， 设 {4.1aE 人 nD) 是 羡 1.2 
任意 集 族 ， 其 中 是 指标 ，7 是 指标 集 ; 则 由 一 切 同时 属于 每 个 


4.CaE7) 的 元 素 所 组 成 的 集 , 称 为 这 集 族 的 积 或 交 , 记 为 站 4., 它 


可 以 表示 为 44 一 妈 [ 对 一 切 吃 了 有 xzA4}. 
aEr 


车 们 二 = 多 , 说明 4 没有 一 个 公共 元 素 . 


问世 


例 4 设 4,= fz z |o<z<1+ 于 523, 则 


= 


四 人 nh 4 M4.= tlossx<n0。 


4=1 i 


例 6 设 41=fz| < 地 ,i= 2,3,.…, 则 


ne 


关于 集合 的 并 和 交 显 然 有 下 面 的 事实 . 

定理 1 (1) 4UB5=BU4, 4N BBN4; (交换 律 ) 
AUBUCO= AU B) UY, 

(2) AUCBUO -AUDUC, smep) 
AN(BNO) -CANB NC ee 

(3) AN(BUO)=CANBU(ANG), 
4 n(U 2 Un (信和 全) 

ei 


TeT 


1 1 一 
-rill 4.=40). 


(4) AUA=A, ANA=4. 


证 明 ”我们 只 证 an( U B.)- U cans.). 
古语 了 


oes 


鞠 设 eAn( U 3.) 册 zxS4 且 有 ooE1, 使 zxEB。。 于 是 
高 守 了 


aEANB.C |) (NB.), 


uiI 


这 证 明了 An( Ua U cans.. 


区 三 了 Te 


再 证 反 过 来 前 包含 关系 ， 设 zE | (4NB,)， 则 有 aoE7， 使 


Gef 


xzE4 门 B。 此 好 xE4, 2E Bs 当然 更 有 zxE | B. 因此 
中 所 J 


san( U 2 于 是 Uan 22can( U a.) 


EF 让 ET 安 E4 


综合 起 来 , 便 得 等 式 成 立 ， 证 毕 ， 
定理 2 (1) (A4NBICAC(AUB); 


(2) 大 4. 和 Ba ， 
则 U4.cUB., Na4.c a. 
i a 1 Ce mE 


这 可 由 定义 直接 推出 ， 

III， 设 4, 5 是 任意 两 个 集合 ， 如 果 C 是 由 一 切入 于 和 4 而 不 
属于 8 的 元 素 所 组 成 , 则 我 们 称 集合 CO 为 4 减 B 所 得 的 差 集 , 记 为 

0O=A 一 B 或 C=A\B., 

它 可 以 表示 为 

A— B= {lxEA 担 zeEB}, 
如 图 1. 3 所 示 ， 注 意 , 这 里 并 不 
要 求 4 汪 B， 显 然 ， 一 般 说 米 ， 
《A\B)UB 不 见得 等 于 4. 图 1.3 

从 减法 还 可 导出 作 剑 集 的 运算 ， 设 5 二 4， 则 SN4 表示 4 关 
于 人 的 余 集 ， 记 为 Cs4， 如 果 没 有 必要 标 出 8， 也 可 简单 地 记 
为 04. 二 扩 ; 

定理 3 (1》CoS- 多 ,Cs 所 = 8 

(2) AUCaA= 5, ANCsA= B®} 

(3) Cs(034)=4; 

(4) A\B=ANMNCsB; 

(5) 车 ACB,WNCsADOUCsB; 

(6) CSAUB}=CsANCsB, Cs(ANB)=CsAUCsB, 岂 
可 推广 为 

co( U4 Ne (N44 


| 里 声 了 二 所 了 


定理 中 的 (6) 及 其 推广 称 为 犹 沈 更 公式 ， 这 是 一 个 很 有 用 的 
公式 ， 它 使 我 们 能 通 进 祭 集 运算 把 并 集 变 为 交集 ， 把 交集 变 为 并 
集 . 


6 ，、 


证 明 我 们 只 正人 N41 UU C64., 并 余 贸 给 读者 自 证 ， 


ee0s( 站 4) 各 x55, 且 zE 门 4.， 于 是 ， 可 知 必 存 在 某 一 
让 = 了 让 EEF 
onET, 有 2d, 融 zECs 4 从 丽 zE LCs4, 这 证 明了 

QE 


oN 4)= U Os A4., 


反之 ， 设 xs 出 cs4。 则 存在 某 一 个 aoc7, 使 zECs4,,, 和 zw&S， 
cael 


zedos、 当 然 ，xE 门 4., 这 意味 着 sec 门 4 因而 
已 去 了 ET 


U co4cce( 人 4 
«El | 


由 所 得 两 方面 的 结果 . 便 知 欧式 成 立 ， 证 碟 . 

IVY. 设 4 4 …, 4 是 任 章 一列 集 . 由 属于 上 述 集 列 中 
无 配 多 个 集 的 那 种 元 素 的 全体 所 组 成 的 集 称 为 这 一 集 列 的 上 限 集 
或 上 极限 , 记 为 im 或 limsnp4n。 它 可 表示 为 

jim 4 二 {x| 存 在 无 穷 多 个 4 使 *E4,)}. 

读者 不 难 证 明 : jim4s 一 好 | 对 任 疮 W>0， 存在 一 个 7, 
n> 使 zE 4,}). 

对 集 列 4, 4 …, 4,,… 那 种 除 有 限 个 下 标 外 , 属于 集 列 中 每 
天 信和 一条， 记 


为 TimA; liminf 4,, 它 可 沾 示 为 


下 沁 运 


lim4, 一 {z| 当 充分 天 以 后 都 有 xzE4。}， 
显然 lim 4, Clim a 


例 7 设 和 加 是 如 下 一 到 点 集 : 


1 


一 m=0, 1, 2, se 
2 zm i 


如 am 一 10, et R12, 3, 
我 们 来 确定 (4,} 的 上 模 限 和 下 极 服 . 

因为 采 区 站 [0, 中 和 的 点 原 二 年 个 4 一 了 ,2.3,…， 而 对 于 
开 区 闻 吕 ,2 中 的 每 全 成 4， 全 存 在 自然 数 Atz) 使得 当 
3 时， 


I _- i 
i 


即 当 nN(z) 时 ，2E4ss， 但 zE44n,:， 搞 条 话说 ， 对 于 开 区 间 
(1,2) 中 的 > 具有 完 分 大 的 奇数 指标 的 集 都 含有 *， 即 {4,} 中 有 
无 限 多 个 集合 含有 z， 而 充分 大 的 偶数 指标 的 集 都 不 含 有 z， 即 
{4%} 中 不 含 的 集 不 会 是 有 限 个 ， 又 区 闻 [0, 2) 以 外 的 点 都 不 
属于 任何 4 因此 
limd,s=[0,2), limd.=[0,1]. 
例 8 设 4 一 | 0 1 二 二 | = 2, 3 …, 类 似 于 例 ? 中 的 讨 


论 , 可知 lim 4。= Limd, 一 [0, 11. 
于 地 如 史 记 


例 9 设 4se— Ns) ore2n 0cy< n= 本 


La te 让 1 OY <2n+ ta 0, 1,2,…, 则 
tim 4» = {C0, 0， 
I 三 {Cx,0)1z 宇 中 UAC0, 9) 1 二 介 , 
和 集 列 {4al 的 上 极限 积 下 极限 者 可 以 用 4, 的 交 和 并 来 岩 示 : 
亚 4 内 0 


n=1 m= 


lim 4,= LU) (4n. (2) 


我 们 利用 lim4a 一 位 | 对 任意 的 >>0， 存 在 着 > 六， 使 得 


zc4i) 来 证 即 (1) 式 , 记 P= Ta4，8= 门口 4 设 xcP 则 


TT 三 4 陛 二 世 


对 任 党 取 定 的 w 总 有 mm 使 xe4s， 即 对 任何 am 总 有 
cE [|] 4,。 故 zsQ. 反之 , 设 zEQ， 则 对 任意 的 入 >0 总 有 


XE Awmn， 即 总 存在 Cm> 和 NN})， 有 有 xzEAm， 所 以 xP， 辕 此 


m=N+1 


P=@. 即 im4dv= 站 U 4. 


前 二 1 更 一 症 
(2) 式 可 辣 祥 证 胃 
和 如果 [wm 4 一 im 4 则 称 集 列 (4 收 仇 ， 将 这 一 集 称 为 
(4 中 前 极限 , 记 为 im4。 如 侈 8 中 的 集 列 | 0 1 于 | na= 213 
3,…, 收 钱 于 极限 集 [0,1], 
V， 单 调集 列 .如 果 集 别人 4 满足 4C 4s:1(4, 卫 4n11), 4 一 
1,2,3,…， 则 称 {4,} 为 瘟 调 增加 (减少 ) 集 列 ， 单 调 增 加 与 单调 减 
少 的 集 列 统称 为 音 凋 集 列 ， 容 易 证 明 ， 单 调集 列 巧 收 化 的 ， 如 果 


《4n} 单调 增加 ， 则 Him hv- | 4 如果 {4) 单调 减少 ， 则 
lim 4。= 门 4. 请 谈 者 白 证 . 
§ 3， 对 等 与 基数 


本 市 的 主要 任务 是 研究 集合 中 元 党 的 “个 数 ? 的 概念 ， 
+ 嘱 里 


集 台 可 分 为 两 类 一 一 有 限 集 台 与 无 限 桌 合 ， 只 含有 有 限 多 个 
元 素 的 集合 称 为 有 限 集 ， 其 余 的 称 为 无 限 集 ， 如 通常 所 认为 的 那 
样 ， 有 限 集 的 典型 特性 应 该 是 具 有 一 个 标志 上 元 素 个 数 的 自然 数 
《或 四， 而 确定 有 限 集 个 数 的 方法 是 拒 集 合 中 元 来 一 个 一 个 地 
“ 数 ” 这 等 于 将 集合 中 各 元 素 接 任 一 方式 给 它们 编号 : 4 
{a gr Go， 其 下 宇 失 下 时 ，a 和 as 起 不 同 的 元 素 ， 这 样 就 把 
4 和 自然 数列 的 某 - 戴 段 全 ,2 中 一 对 一 地 对 应 起 来 ， 最 后 对 
应 的 一 个 自然 数 #* 显然 就 是 所 的 元 素 “ 个 数 ". 由 此 不 难 推 知 , 两 个 
有 限 集合 元 素 个 数 相同 的 充 要 条 件 ， 是 它们 能 够 和 自然 数列 的 同 
一 截 段 一 对应， 而 这 又 等 价 于 这 两 个 集合 彼 比 一 一 对 应 ， 我 们 . 
打 个 比方 ， 在 一 个 大 教室 里 , 如 果 每 个 人 都 有 一 个 座位 , 而 且 每 个 
座位 上 都 有 一 个 人 , 那 来 我 们 根本 不 用 一 个 一 个 地 去 “ 数 ”, 便 立刻 
知道 教 宝 中 人 数 和 座位 数 是 相同 的 ， 

上 述 的 讨论 虽然 只 适用 于 有 上限 集 ， 但 是 一 一 对 应 的 思想 却 不 
限于 有 限 集 ， 它 将 帮助 我 们 把 元 素 个 数 的 概念 推广 到 无 限 集 . 

我 们 来 严格 儿 述 映照 和 一 一 对 应 的 概念 . 

定义 1 设 4.B 为 两 个 非 空 集合 ， 如 果 有 某 一 法 则 pp， 使 每 
个 xE4 有 唯一 确定 的 8EB 和 它 对 应 ， 则 称 9 为 4 到 五 内 的 映 晤 
{也 称 上 映射 ), 记 为 
. Pr: A—>8, 
当 映 照 多 使 # 和 7 对 应 时 ，g 称 为 4 在 映照 Fp 下 的 象 ， 记 作 y= 
PCT), 也 可 表示 为 

的 rr. 

对 于 尾 一 固定 的 j， 称 通 合 关系 y=9(7) 的 z 的 金 体 是 元 素 9 在 
vp 之 下 的 原 象 ， 集合 4 称 为 映照 的 定义 域 ， 记 为 绢 (gp)， 设 CC 
是 扫 的 子 集 ,CQ 中 所 有 元 素 的 象 的 全 体 , 记 为 rtC), 称 它 是 集 C 在 
兄 之 下 的 象 . Pp(4) 称 为 映照 总 的 坦诚 , 世 记 为 < 
«JO * 


ms 


王 ? 的 . 

显然 , 如 果 有 是 由 44 刘 吾 上 的 映 赠 , 它 一 定 也 是 4 到 吾 内 的 映 
照 , 但 其 逆 一 般 不 真 . 

特别 地 , 如 时 慎 域 是 一 数 集 ( 实 数 集 或 复数 集 ), 映照 8 就 是 
定义 在 集 4 上 的 图 数 , 如 时 4.5 都 吓 数 集 , 它们 之 间 的 映照 就 是 数 
学 分 析 中 研究 的 消 数 了 .。 由 此 可 见 , 映照 概念 是 函数 概念 的 推广 . 


容易 验证 : ( U + U vai. | 站 4 NN ea, 
t=1 =1 


当 4; 两 两 不 相交 了 时, 后 一 式 中 己 可 换 成 二 号 . 

定义 2 设 多 为 4 到 吾 上 的 一 个 上 映照， 如 果 对 第 个 yEB， 只 
有 唯一 的 z 满 是 p(7)=y, 则 称 g 为 4 到 B 上 的 一 一 映照 , 也 称 一 
二 对应, 有 时 写作 1 一 1 对 应 ， 也 记 为 4 一 >B 

显然 仔 何 一 个 严格 单调 的 匀 数 都 可 以 看 成 它 的 定义 域 到 值 域 
中 的 1 一 1 对应， 又 如 [0, 1) 上 的 函数 

_ 人 1; 当 w=0 
.7)= 1 WG 0<r<l 
是 [0, 1) 到 (0, 1 上 的 1 一 1 映 曲 . 

定 党 3 设 罗 为 4 到 BB 上 的 一 一 上 映 照 , 作 8 到 44 的 映照 如 下 : 
如 时 BizF > 护 令 节 :8F>Y。 由 于 罗 是 一 一 奥 照 ， 因此 浴 确实 使 
唯一 x 与 y 相 对应, 即 沙 是 映 照 ， 我 们 称 交 是 pg 的 逆 映 照 , 记 争 为 
vw ,并且 


pr B ,A. 


逆 映 照 是 反 函数 概念 的 推广 ， 一 个 严格 单调 请 数 f(z) 的 反 
汞 数 六 :xz) 可 以 看 成 呐 照 fz) 的 逆 映 洪 . 
定义 4 设 4.5 是 两 个 非 空 集合 .如果 存在 蘑 p: 4 -一 :> 有 


s 1» 


则 称 4 和 有 B 对 等, 记 为 4~ 户 此 外 约定 允 ~ 信 。 

例 1 我 们 可 给 有 限 集合 一 个 不 依赖 二 元 素 个 数 概 念 的 定 
义 : 集合 4 称 为 有 跟 罕 合 ,和 如果 44= 各 或 者 4 和 自然 煞 的 基 截 段 
{1, 2, 2) 对 等 

例 2 【《 正 奇数 全 体 } 和 { 正 偶数 全 体 } 对 等 ， 事 实 上 ， 只 要 令 
P(z) 二 x 二 1 即 可 . 

例 3 {自然 数 全 体 }~{ 正 偶数 全 体 }， 这 只 须 令 p(x)=27， 
是 自然 数 . 

例 4 区 间 (0, 和 和 全 体 实 数 呈 对 等 , 只 须 村 每 个 rE(0, 1), 令 


PT)= ‘a( 1 一至) 


例 5 设 4 与 B 龙 两 个 同心 “ 
略 周 上 的 点 集 (图 1 人， 显然 
4~B， 值 得 注意 的 是 , 者 将 此 两 
贺 周 展开 为 直线 时 ， 则 此 两 线段 图 1.4 
的 长 度 并 不 相 司 . 这 告诉 我 们 , 一 个 较 长 的 线段 并 不 比 另 一 个 较 短 
线段 含有 “更 多 的 点 *"， 例 4 还 表明 ， 无 限 长 的 线段 也 不 比 有 限 长 
的 线段 有 “更 多 的 点 ”， 

例 3 和 例 4 说 明 , 一 个 无 限 集 可 以 和 它 的 一 个 真子 集 对 等 (可 
以 证 明 , 这 一 性 质 正 是 无 限 集 的 特征 , 常用 来 作为 无 限 集 的 定义 ). 
这 一 性 质 对 有 限 集 来 说 是 不 能 成 立 的 ， 由 此 可 以 看 到 无 限 集 与 有 
限 集 之 间 的 深刻 差异 . 

对 等 关系 显然 有 以 下 性 质 : 

定理 I 对 任何 集合 4. 了 3,C, 均 有 

(1) (反射 性 ) 44 

(2) (对 称 性 ) A4~B8 则 B~4; 

《3) (传递 性 ) 4~B,B~O 则 4~C。 
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定理 2 设 44 小 和 人 (如 为 两 集 列 、 集 列 {sd} 中 任 条 两 个 集 不 
相交 , 集 列 {18。1 中 的 集 订 两 两 不 相交 ， 即 

门 4 多 ,下 门 于 二 亿 ( 当 完 寺 富 )， 如 果 4 一 BB 
《二 223+) 加 | 


U 本 U B,, 
由 一 人 歼 二 1 


证 明 可 由 定义 直接 得 出 . 
根据 定理 1， 我 们 可 把 彼此 对 等 的 集会 归 骸 一 类 . 这样 任何 
集合 属于 一 法 . 我 们 把 两 个 化 对 等 的 集合 称 为 具有 相同 的 基数 


( 亦 称 笋 ,深度 ), 川 本 表示 集合 4 的 基数 ， 


注 芷 数 的 概念 可 以 看 作 丰 了 醋 集合 中 所 含 元 素 个 数 的 推广 ， 要 对 基数 
下 一 个 精确 前 定义 是 一 任 相 当 复 来 的 事 清 ， 上 面 我 们 只 是 作 了 通俗 的 说 明 ， 
严格 的 定义 喜 要 很 和 这 的 能 备 知识 ， 下 面 是 一 个 大 致 的 猫 述 ， 对 于 一 个 集合 
4, 我 们 考 庶 碾 有 与 4 对 等 的 集合 研 构 成 的 类 .分 理 集 合 论 公主 我 们 从 每 一 
个 这 祥 的 类 中 按 确 定 的 方式 选 出 一 个 代表 ( 虹 所 谓 良 序 集 一 一 依 某 种 意义 排 
好 了 次 序 的 集 ), 我 们 就 把 这 个 代表 定义 为 这 类 中 备 个 集 台 的 基数 , 记 它 为 

4， 可 以 证 明 , 在 这 样 的 定义 下 , 保证 了 

(1) 对 人 竹 休 集合 4 B, 有 4 当 且 仅 当 4 一 户 ; 

(2) 当 有 4 为 韭 空 有 限 集 时 ，A4 一 定 能 和 自然 数列 {1,2,…, 5 …] 中 的 一 
个 武 肛 1 2,…, 邓 租 对 应， 而 让,2,…, 加 驶 是 一 个 良 序 集 ,可 以 作为 4 所 在 
的 那个 类 的 代表 ， 

丸和 于 人 {1,2,…, 全 正好 是 让 黎 数 及 以 前 的 那 一 段 , 也 可 以 简单 地 用 来 
表示 , 于 司 44 二 全,2,…, 他 也 可 以 用 自然 数 来 标 者 ， 这 就 把 有 限 集 的 基数 
和 通常 绝 个 数 概念 统 -起来 了 , 而 对 无 限 集 来 说 , A 当然 就 是 通 带 萝 素 个 数 
概念 的 推广 。 

定义 5 设 4,B 是 两 个 集合 , 如 果 4 不 和 吾 对 等 , 但 存在 B 的 
真子 集 B*, 有 4~B*, 则 称 4 比 B 有 较 小 的 基数 (或 B 比 4 有 较 大 
的 基数 ) 并 记 为 也 << 百 (或 了 > 了 4), 

自然 , 我 们 要 提出 问题 : 任 给 两 个 集合 4、B, 在 


® TI3 = 


广 一 训 本- 到 可、 瑟 

中 是 否 必 有 -- 个 成 立 且 只 有 -个 成 立 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 租 是 第 
一 个 问题 的 论证 较为 复杂 , 不 能 在 此 讨论 , 我 们 研究 第 二 个 总 题 

定理 3 ( 伯 恩 斯 坦 Bernstein 定理 ) 设 4、B 是 两 个 非 空 集 
合 , 如 果 存 在 SC4, TCB 使 4~T, B~5, 则 4~B. 

注 “利用 基数 的 说 六 是 ; 设 本 过 万 ， 瑟 二 4 则 和 = 证. 

证 明 ” 由 假设 存在 gq: 4 一 一 > 了 及 区 :B 一 >S 我 们 设法 
找 有 ACA 及 训 CCB, 使 p 将 上 映 成 B 一 ， 局 时 节 将 互 映 为 4 一 瑟 
亦 即 解 联 立 方程 


2 于 一 B, 
»{B)= A—4 


或 等 价 地 


i 


B= B—o(A). 
为 了 解 (1) 式 我 们 试用 造 代 法 , 依次 作 
A1=A4—»B(B), B:=B—gp(A), 
,= AB,), B= B— {Ao), 
A A B11), B, = = 加 一 pd, )， 
其 中 4 As, "都 是 4 的 子 集 ， B,, B,, 都 是 五 的 子 集 ， 并 今 
Bo= B， 作 所 有 A 之 并 ,再 利 用 狄 英和 更 公式 及 定 六 + 后 面 之 公式 ， 


并 注意 到 由 于 是 1 一 1 上映 期 , 存 ‘(fF | =F 门 $803) 得 


2 


U4 -Ur (4— y(B, =A (| $B,1) 
n=1 天 三 1 


-Afie)- (fe 


景 后 的 等 式 用 到 B, 呈 Br、 类似 地 
: = B— e040)=p Dna-e( dD 4 


n=1 n= 


[a i 


.对 


A= Ua s= (05, 


至 少 是 (1) 式 的 一 对 解 ， 晤 后 再 定义 映照 
Pz)， 当 zE 有 A 
= jcy 当 zE4- 筷 

则 有 ”下 :4 如 ,好 4~-B， 证 毕 ， 

注意 ， 这 一 定理 给 我 们 提供 了 一 个 判定 两 个 集合 对 等 和 的 用 
工具 .作为 定理 的 应 用 ， 我 们 可 证 有 明 如 下 结论 , 设 4 十 BC， 且 
4~0, 则 4~B~0， 事 实 上 , 由 假设 知 BC*CO 及 0~B*CCB, 
再 由 怕 因 斯坦 定 理 知 B~C, 从 而 4~B, 豆 A~-B~0， 


54 可 数 集 合 

在 束 节 中 我 们 将 较 详 细 葛 讨论 无 限 集 台 中 最 简单 同 了 时 也 是 最 
常见 的 一 类 集合 . 

有 限 集 全 既然 是 那些 和 自然 数列 某 一 截 屋 11 2. …, 中 对 等 的 
集合 , 那么 , 在 无 限 集 合 中 首先 受到 重视 的 当然 是 那些 和 全 体 自 热 
数 所 成 之 集合 对 等 的 集合 了 (自然 数列 本 身 就 是 这 种 集合 1. 

定 1 几 和 金 体 自 然 数 所 成 之 集合 访 对 等 的 集合 都 称 为 可 
数 集合 或 可 州 集合 . 

外 于 六 可 按 大 小 珊 序 排 成 一 无 穷 序 列 : 

* 1 4 


. 了， 人 2, 3 RR 
因此 ， 一 个 集合 4 是 可 数 集合 的 党 要 条 件 为 : 4 可 以 排 成 ~- 个 无 
穷 序 列 : 
1: ~ a + ny 

可 数 集 合 是 无 限 集合 ， 那 末 它 在 一 _ 般 无 限 集 合 中 处 二 什么 
地 剑 ? 

定理 1 任何 无 限 集合 都 至 少 包含 一 个 可 数 子 集 . 

证 明 ” 谈 形 是 一 个 无 限 集 ， 因 到 气色 ， 关 可 以 从 开 中 到 一 区 
素 记 乞 为 el， 出 于 形 是 无 限 集 ， 改 型 一 te 由 关 多 ， 于 是 入 可 以 人 
于 一 个 小 中 屯 元素, 记 它 为 ee 最 然 exE 蝇 月 81 夺 es， 变 已 从 入 
中 取出 % 个 这 冬 的 瑟 界 元 素 e(，es，…，ex, 出 于 用 是 无 限 集 , 故 
天 一 {81, ee ea 天 多, 于 是 对 可 以 居于 一 1er en En} 中 取 一 
元 素 , 记 它 为 en ii 显然 etiE 好 旦 和 er es …,e。 部 不 相同 , 这样 
十 归纳 熙 , 我 们 就 投 至 到 的 一 个 无 限 子 集 {eu 82,…，ens…), 它 最 
然 是 一 个 可 数 集 . 

这 定理 说 明 可 数 集 的 一 个 特征 : 它 在 所 有 无 限 集中 有 最 小 的 
基数 ， 

下 面 的 定理 告诉 我 们 可 数 集 有 怎样 的 下 华 ， 

定理 2 可 数 集 合 的 任何 无 限 子 集 必 为 可 数 集 合 ， 从 而 可 娄 
集合 的 任何 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 ， 

证 明 ” 设 4 为 可 数 集 而 4* 是 4 的 一 个 无 限 子 集 ， 则 由 于 4 
是 4 的 子 集 , 有 47<4, 又 由 于 4* 是 无 限 集 侣 ， 而 4 是 可 数 集 ， 


依 定理 1 有 4AF 洋 有 ,因此 按 柏 电 斯 坦 定 理 就 有 有 7= 有 A, 即 4* 也 


是 可 数 党 . 
下 面 我 们 来 研究 由 可 数 集 出 发 通过 加 车 运算 可 产生 什么 样 的 
集合 ? 


定理 3 设 4 为 可 数 集 , 妃 为 有 限 或 可 数 集 , 则 A4LU 8 为 可 数 集 , 
" I +" 


证 明 (1) 先 设 ANB= 5%. ， 

出 于 可 数 集 总 可 排 成 泡 穷 序列 ， 不 妨 设 4= {ql，4z，…")， 
B= {5 D2 Be} 于 B 有 有 限时) 或 B= 4B1 59,…, bras"}( 当 如 可 
数 时 )。 出 于 当 瑟 有 限时 CB 排 到 前 , 4 排 在 后 )， 

AUB= {PB,, bey, Ons G1 Ga "7 }} 
又 当 吾 可 数 时 ( 肥 错 排列 )， 

AUB= {a Bs ts Dos or, a bn, ny, 
可 见 4UB 总 可 以 排 戌 无 努 厅 列 ， 从 而 是 可 数 集 , 

《2) 一 般 情形 

此 时 , 令 B*==B8 一 4, 则 ANB*=@, AUB=AUB*, 和 但 B* 作 
汰 咏 的 于 集 仍 冷 有 限 或 可 数 集 ( 定 理 2)， 这 样 就 归结 到 (1) 的 情 
形 了 . 


推论 设 4G=1 2,…,4) 是 有 限 集 或 可 数 集 , 则 【4, 也 
#=1 


是 有 限 集 或 可 数 集 , 但 如 时 至 少 有 一 个 4, 不 是 有 限 集 ; 则 [】4， 必 
站 一半 
为 可 数 集 . 
定理 4 设 4 人 =1L2, 3,…) 痢 是 可 数 焦 , 则 [j 4 也 是 可 
4=1 
数 集 ， 
证 明 (1) 人 先 设 4; 门 4; 一 已 , (i 关门 ， 
因 2; 各 是 可 数 集 , 故 可 属 
A = {e111, fle, las HL 人 
4 一 人 as 人 zay aa) Waa *** }» 
4 {asn 人 32 Cas dass "**}s 


如 ;一 【Gd Gday ea: ass 0 
¥ 


s FF a 


申 箭头 顺序 可 将 【| 4， 排 成 : 


oo 
U A = 411 tig, G21s a1, eas Irs Hi4, 人 
1 


因此 , | 4: 是 可 数 集 (注意 上 面 的 证 明 当 4; 是 有 限 集 或 可 数 集 
时 仍 可 适用 ). 
(2) 一 般 情形 
3-1 
令 Aft= 4 41= 4 一 [4 0 产 轨 ， 则 条 站 本 = 和 (省 
了 一 二 


站 


了 时 a U4=U4. 

今 性 都 是 有 限 集 或 可 数 集 (定理 2 ), 如 果 只 有 有 限 个 44 不 
为 空 集 , 则 由 定理 3 的 推论 ， U4 为 可 数 集 ( 因 至 少 41=4 为 
可 数 集 ), 如 果 有 无 限 多 个 ( 必 为 可 数 个 ) 47 不 为 空 集 ， 则 由 (1) 来 
之 注意 41 也 是 可 数 集 ， 玖 在 任何 场合 41 都 十 可 数 全 
”今后 我 们 用 a (或 No) 表示 可 数 集 的 基数 ， 则 定理 3 的 推论 可 
简 记 为 ; 


入 :二 十 9 十 :十 二 3 
ee 


如 个 
而 本 定理 的 结论 就 可 简 记 为 : 
和 音 " 遇 二 妊 十 站 十 十 88 十 "一 
下 
可 数 全 
定理 5 有理数 全 体 成 一 可 数 集合 . 
证 明 设 4=) 让 , 写 汪 下 Gi 一 2,3,…)， 则 妇 是 可 


" jf * 


数 集 , 于 是 由 定理 4 知 全 体 正 有 理 数 成 一 可 数 集 91 = | 4,, 因 正 


负 有 理 数 道 过 p(r) =:- r. 成 为 1 一 1 对 应 ， 喜 休 体 负 有 理 数 成 一 
可 数 集 8", 但 有 理 数 全 休 所 成 之 集合 R81 U8-U {0}, 改 由 定理 
3 的 推论 知 电 为 可 数 集 . 

应 法 注 意 , 有 理 数 在 实数 中 是 处 处 稠密 的 , 即 在 数 轴 上 任何 小 
区 闻 中 都 有 有 理 数 存在 {并 且 有 无 穷 多 个 ). 尽管 如 此 , 全 体 有 理 数 
还 只 不 过 是 一 个 和 那样 稀疏 分 布 着 的 自然 数 全 体 成 为 1 一 1 对 应 
的 可 数 集 ， 这 个 表面 看 来 令 人 难以 置信 的 事实 ， 充 分 说 明了 要 判 
断 一 个 集合 是 否 可 数 时 应 该 特别 加 以 小 心 , 

定理 6 ” 落 4 中 每 个 元 素 由 ”个 互相 独立 的 记号 所 决定 ， 香 
记号 跑 记 一 个 可 数 集 

A= {go or 3 ods (Re = Le k= 1, 2 RY 
则 4 为 可 数 集 

证 明 ”用 数学 归纳 法 予以 证 明 , 

车 4 一 1, 则 定理 显然 为 真 ， 今 假设 当 # 二 m 时 定理 是 真 的 , 由 
此 证 明 当 # 一 m 十 1 时 亦 真 . 

设 A= ten 
4 中 兴 足 xm.1 一 z 澡 ， 的 元 素 , 记 其 全 体 为 4;, 则 由 假定 

人 一 《rz 
为 一 可 数 集 , 而 
A= ||] 4,, 


所 以 4 是 可 数 集 . 
例 1 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 全 体 所 成 的 集 为 一 可 数 
例 2 元 素 Co 86…, zs), 由 下 个 自然 数 所 组 成 的 , 其 爹 仁 成 
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一 可 数 集 . 

例 3 整 系数 多 项 式 

QoT" ar a 定语 人 

的 全 和 体 是 一 可 数 集 , 

事实 上 ， 鞠 固定 zx， 由 定理 6， 整 系数 的 次 多 项 式 的 金 体 是 
一 可 数 集 , 再 用 定理 4 好 得 . 

每 个 多 项 式 只 有 有 限 个 根 , 所 以 得 下 面 的 定理 

定理 了 ”代数 数 的 全 体 成 一 可 数 集 . 

(所 谓 代 数 数 , 用 是 整 系 歼 多 项 式 的 根 )。 


| §5， 不 可 数 集 合 

潮 目 前 为 止 , 在 光 限 集合 中 我 们 上 只 过 论 了 可 数 代 ,是 不 是 泡 限 
集 全 都 是 可 数 集合 呢 ; 如 果真 起 这 样 的 话 ， 那 么 所 有 无 限 集 合 将 
只 能 具有 同一 的 基数 , 耐 基数 概念 的 引进 也 将 设 右 什么 站 又 了 .下 
面 我 们 将 看 到 事实 并 非 如 此 . 

不 是 可 数 集 台 的 无 限 集 会 我 们 称 为 不 可 数 集 合 。 

定理 1 “全体 实数 所 成 之 集合 瑟 是 -一 个 不 可 数 集 合 。 

证 明 由 $$ 3 向 4 知 R~(0,1}， 我 们 只 壳 征 明 (8， 和 9 不 是 可 
数 和 此 就 好 了 ， 首 先 (0，1) 中 每 一 个 实数 & 必 可 以 唯一 地 表示 为 十 
进位 无 穷 小 数 

=0. agama 
的 形式 , 其 中 各 a 是 0, I，…, 98 中 的 一 个 数字 , 不 含 为 0， 卫 不 以 9 
为 循环 节 , 我 们 称 实数 的 这 种 表示 为 一 个 止 规 形状 ， 反 之 , 稚 一 个 
上 述 形 式 的 无 穷 小 数 都 是 (0, 蕊 中 某 一 实数 的 正夫 表示 . 
现 用 反 证 汞 ， 假 设 (0， 1 中 的 金 体 实数 各 菲 列 股 一 个 厅 殉 
(0, 2) = {aD, ec ，0G ry. 
特 矢 个 4 表示 成 正 遇 的 无 穷 小 数 : 
» 站 


人 0. da ad..., 
0 0. a "a 


a 一 站. dg ay.: 


现在 设法 拱 一 个 与 所 有 这 些 实数 都 飞 同 的 实数 ， 为 此 利用 对 
角 线 上 的 数字 cf Gt 一 1,2,…) 作 一 个 无 穷 小 数 如 下 : 
1 如果 as" ?二 氏 
2, 如 如 ai 一 1. 

则 此 无 穷 小 数 既 不 全 是 0， 耻 不 以 8 循环 ， 因 此 必 是 (0, 1) 中 
某 -- 实 数 a 的 正规 表示 , 但 从 这 个 无 穷 小 数 的 作法 可 知 , 它 与 每 一 
个 0 的 正规 表示 都 不 同 ( 因 为 至 少 第 # 位 小 数 不 同 ), 因此 cssGm 
(2 一 1 2 3 …)， 从 而 (0 了 D 半 {a0 aa )， 与 假设 矛盾 ， 因 
此 {90, 再 是 不 可 数 售 人 台 

推论 1 者 用 。 表示 全 体 实数 所 成 集合 下 的 基数 ， 用 “ 才 示 
全 体 自然 数 所 成 集合 的 基数 , 则 c>w, 

以 后 称 。 为 连续 基数 ，。 有 时 记 为 只 )、 

定理 2 ”任意 区 间 Co,5), [a, 5), (4, 5], (0, co)，[0, co) 均 具 
有 连续 基数 c，( 这 里 4a<5) 

定理 3 ” 设 -4, 4;,…, 4 … 是 一 列 互 不 相交 的 集合 , 它们 的 


0. ots dsr, 其 中 心 = 


基数 都 是 c, 则 | | 4, 的 基数 也 是 c. 


证 明 设 1,=[# 一 1, 3), 则 17s= 名 《wm 四 但 总 = (n 
= 1], 2,3,."), 页 五 人 4， (82 一】， 2, 3, …) 荆 诉 
LU 一 Uj ,= [0, oo), 


于 是 由 定理 2 即 得 . | 
定理 4 实数 列 全 体 忆 .的 基数 是 
* 有 .1* 


证 明 记 召 为 加 .中 适合 0<<xn<1 (R= 1,2, 的 点 《42t 2a， 
ys … 和 的 全 体 . 设 xEB， 出 {X11, a 党 站 作 胺 照 p: 


ra)= is(z -到 jz tg(z: 一 癌 Jr， 2 


tf mm 一 了 jz， 
显然 , 到 雇 , 上 的 映照 8 基 …… 对 - -的 .我 们 只 须 证 明 吾 的 势 
是 ce. 
事实 上 , 首先 把 C0, 嫉 中 任何 x 与 吾 中 点 
下 一 {w, 儿 ， T 站 
对 应 , 就 知 着 0, 1) 对 等 于 BB 的 -一 个 子 集 . 
有 反之, 对 五 中 的 任何 z= tb sa， Kn"} 按 十 进位 无 限 小 数 
表示 za 有 
R= Tans 


2z =, TalTaa**" Ean"y 
Ta O, PalTaa "ans 


由 上 述 一 列 数 z = {4s}EB., 作 一 小 数 沙 Cx): 
PEFEY=0. giraraltalTrarisTl ds" 
显然 CX)E(0, 了 ) 而 且 当 x8 时 ， 办 (2) 硅 (Y)， 和 映照 加 B 也 对 
等 于 C0，1) 的 一 个 子 集 ， 所 以 由 六 恩 斯 坦 定 理 得 8~(0, 1)， 定 理 
证 毕 ， . 
设 为 一 个 自然 数 , 称 由 % 个 实数 zx1, za … zw 按 确定 的 次 序 
排 成 的 数组 (zy zo,…, zm) 全 体 称 为 n 维 欧 几 里 得 空间 D, 记 为 BR" 


全 ”此 闻 暂 不 旭 政 欧 氏 空间 中 的 距离 等 。 
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组 个 组 [zy za 2) 称 为 欧 儿 里 得 空间 的 点 .又 z: 称 为 点 《21 
Zo 3 的 第 宇 个 坐标 . 

定理 5 *% 锥 欧 几 里 得 空间 R" 的 共 数 为 c. 

证 明 如 将 有 R* 中 点 (zi gs a) 对 应 于 如 -中 点 (8 Ya， 
zw 0 0，… ,就 知道 RR* 对 等 于 Ri 的 子 集 ， 和 如 果 再 将 忆 中 点 对 
应 于 也 中 点 (Cz, …,0, 时， 又 知道 RR' 对 等 于 R&R" 的 一 个 了 集 ， 所 
以 由 入 恩 斯 坦 定 理 知道 BR" 有 Ri 6， 

推论 2 设 有 *e 个 (ce 表 去 连续 基数 ) 集 的 并 集 , 若 每 个 集 的 基 
数 者 是, 则 其 和 集 的 基数 也 是 c. 

事实 上 ， 对 于 每 一 个 被 加 的 集 使 与 平面 zO# 上 平行 于 Oz 轴 的 
直线 上 点 的 和 侍 微 成 一 一 对 应 ， 也 就 得 到 所 述 的 并 集 与 平 曾 x*0¥ 上 
点 的 集 徐 成 了 一 对 一 的 对 应 , 

定理 3 及 推论 2, 可 用 记号 简写 如 下 ; 

CFet m0, Co—=0. 

由 于 我 们 已 经 证 明 任 意 2% 维 的 殉 氏 空间 中 所 有 的 点 也 不 过 作 
成 一 个 基数 为 ¢ 的 集 , 似乎 又 产生 了 一 个 新 的 问题 , 即 有 没有 一 个 
集合 好， 它 有 比 e 违 太 的 基数 呢 ? 下 面 的 定理 图 满 地 解答 了 这 个 
问题 . 

定理 6 设 好 是 任意 的 一 个 集合 ， 它 的 所 有 子 集 作成 新 的 集 
合 4， 则 之 MM. 

证 明 ”我 们 先 证 明天 不 能 与 下 对 等 ， 假 设 不 然 , 即 & 一 型 ， 则 
对 应 于 每 eaE 开 ， 都 应 有 并 的 一 子 集 并 与 之 对 应 ， 现 在 我 们 将 
隆 中 所 有 那样 的 x， 它 使 aE 型 -的 ,作成 一 集 型 则 于 :于 形 , 所 以 
型 和 4 从 而 应 有 形 中 元 素 % 与 之 对 应 .车 中 E 形 ，, 则 与 时 :之 定 区 
矛盾 ， 因 于: 是 由 那些 wkE 形 。 的 gc 作成 的 ,可见 %'S 导 !， 但 是 如 
时 aiIE 时:， 那 末 %: 又 应 该 属于 型 , 因为 于 :是 包括 了 所 有 we 开 。 的 
& 的 。 这 就 产生 了 了 矛盾 ， 国 而 开 不 对 鱼 于 4 至 于 时 对 等 于 下 的 
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一 个 子 集 , 则 是 显然 的 事实 , 畏 为 那些 只 含 一 个 元 素 的 子 集 自 然 是 
作成 一 个 对 等 于 于 的 声 的 子 集 ， 

定理 6 告诉 我 站 没有 一 个 最 大 的 基数 ， 从 而 无 限 集 合 的 不 同 
基数 也 有 无 限 之 多 . 


§ 6， 举 序 集 和 营 恩 (Zorn) 引 理 

I， 贤 庶 关 么 ”上 舌 序 是 数学 中 常用 的 概念 之 一 , 途 如 实数 大 小 
就 是 一 种 重要 的 须 序 关系 。 叉 如 ”极限 没 念 新 研究 的 主要 就 是 变 
量 接 照 一 定 的 顺序 变化 的 趋势 .但 是 在 许多 情况 下 ， 在 业 合 中 不 
是 任何 两 个 元 素 之 疗 都 可 以 自然 地 定 六 顺序 ， 例 如 在 构造 积分 和 
数 的 时 候 ， 需 要 考 理 积 分 区 向 昌 所 了 的 各 种 不 同 的 分 贞 组 ， 令 冯 
表示 [4, 时 中 所 有 有 限 分 点 组 分 全体， 我 们 在 4 中 规定 : 当 多 1， 
儿 sE4 和 而 且 多 ;世纪 时 ， 说 多 | 在 多 > 前 ， 这 是 一 种 顺 施 甘 系 ,但 是 
4 中 满 实 有 这 样 的 纪 : 得 绍 :， 针 :有 既 不 包含 在 纪 s 中 ， 允 。 也 不 包含 
在 多 中 ,这样 多,、 纪 * 之 问 就 不 存在 于 述 的 顺序 英 系 ， 所 以 我 们 
需要 考察 这 样 的 情况 : 在 集中 只 是 一 部 分 元 娟 之 间 基 有 顺序 黄 系 . 
ns 顺序 甘 系 尾 十 分 重要 的 .在 其 它 

学 邻 碟 中 也 常会 过 到 这 一 菇 本 概念 ， 现 在 我 们 给 出 序 的 概念 ， 
测 引 入 中 和 条 

定 尽 1 设 4 是 一 集 ， 在 其 中 规定 了 厅 些 元素 之 闻 的 关系 
“<” 它 满足 以 下 课件 : 

1 自 反 竹 ”对 4 中 的 一 切 元 素 a 成立 着 a-<a; 

2” 如 果 &g<< 而 且 8<a, 著 未 a 一 5; 

3” 传递 性 ”如果 a 瑟 5， 而 且 5<e， 就 有 a<e， 
那 末 称 关系 “<” 为 4 中 的 一 个 顺序 ，a<& 读 成 4 在 8 前 或 5 在 
4 后 ), 这 时 称 集 4 按 师 序 < 成 一 半 序 集 , 或 者 说 4 是 有 半 序 的 . 

- 例 1 设 B 是 一 个 非 空 集 4 是 BB 的 所 有 子 集 所 成 的 集 . 如果 
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子 集 之 间 用 包含 关系 “C” 作 为 4 中 某 些 元 素 间 的 顺序 ， 即 当 m 
2sE4， 且 wxCs 了 时, 规定 x<v， 那 末 显 然 这 是 一 种 期 序 ( 称 它 是 自然 
项 新), 因而 4 按 此 是 座 成 为 一 个 半 序 集 ， 

例 2 设 B 是 一 个 集 , 4 是 五 于 的 实 函 数 全 体 ， 当 wpE4d, 而 
且 对 每 个 EB， 都 有 a(t) 才 8(t) 时 , 规定 4a<b, 那 来 和 4 接 此 顺序 也 
成 为 半 序 集 . 

倒 3” 设 4 是 某 些 实数 所 成 的 集 , 在 4 中 规定 ， 当 4&5 时 为 
aa<5， 显 然 4 成 一 个 半 序 集 , 这 个 顺序 称 为 自然 顺序. 

例 4 设 4 是 所 有 实数 对 (z, 引 全 体 ,规定 两 对 (z), 1)，(z2， 
所 ) 当 Yi<zz 或 fi 一 Ys 而 切 委 所 时 ,为 人 3 四) 天 (zs 扫 )， 这 是 4 中 
药 一 个 顺序 关系 ， 称 为 字典 顺序 (因为 它 和 拼音 文字 宇 典 的 字 序 
类 伺 ). 

定义 2 设 集 4 中 已 经 定义 了 顺序 关系 “<”， 如 果 对 上 中 的 
任何 两 个 元 素 a, 5, 都 可 以 确定 它们 之 间 的 顺序 ， 即 5<5 与 35-<a 两 
个 关系 式 中 必 有 一 个 成 立 , 就 称 4 是 一 个 全 序 集 . 

在 例 3 中 的 数 集 4, 按 自然 顺序 (或 敢 自 然 里 序 ) 是 全 序 集 . 在 
例 1, 例 2 中, 当 吾 不 焉 含有 一 个 元 素 时 ,4 都 不 是 全 序 售 ， 

设 4 是 一 个 半 序 集 , 吾 是 4 的 子 集 ， 如 果 有 as4, 使 得 对 每 个 
2EE， 成 立 着 5 <o 由 & 在 五 中 所 有 元 素 之 后 , 那 未 称 a 为 子 集 五 
的 上 界 ， 类 似 地 有 下 界 的 概念 ， 对 一 个 子 集 ， 可 以 没有 上 界 或 下 
田 , 在 上 界 、 下 江 存 在 时 也 不 一 定 是 唯一 的 ， 倪 如 取 4 为 实数 区 间 
《0, IT, 以 自然 闫 序 为 顺序 , 取 8 一 4, 显然 B 在 4 中 就 不 存在 上 界 ， 
也 森 存在 下 界 ， 

例 5 对 每 个 自然 数 % 作 区 间 (0,1) 上 的 下 列 分 点 组 DD，: 


1 2 站 一 工 
D: = io n! Re yy nn 下 


所 在 这 些 分 点 组 的 金 体 记 作 乡 ， 令 如 表示 [0, 本 中 的 有 理 数 全 体 。 
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令 4 表示 五 的 全 体 子 集 . 于 是 纪 己 4， 和 象 例 1 中 所 规定 的 那样 , 在 
集 4 中 以 包含 关系 己 作为 元 素 间 的 顺序 ， 4 成 为 六 序 集 ， 于 是 
BEA， 显 然 ， 对 任何 D.E 急 ,都 有 D，CB。 所 以 B 是 多 的 上 界 . 

设 4 是 一 个 半 序 集 , afE4， 如 果 在 4 中 不 存在 别 的 元 素 B(bss 
a) 在 4 之 后 ， 那 么 称 a 为 4 的 极 大 元 ， 换 名 话说 ， 极 大 元 a 是 其 
有 下 面 性 质 的 元 素 ， 如 果 8E4， 而 且 a<z， 那 末 必 有 8= wa 半 序 
集 的 极 大 元 不 一 定 是 唯一 的 ， 例 如 两 个 元 素 s， 5 所 组 成 的 集 4， 
其 中 规定 a<<a,5<b， 则 4 是 半 序 集 ， 而 a 和 都 是 4 的 极 大 元 . 
但 是 在 全 序 集中 极 大 元 素 是 唯一 的 . 

类 似 地 也 有 极 小 元 的 概念 . 

II， 章 已 (Zorn) 引 理 ”下 面 介绍 一 个 引 理 ， 它 是 研究 “无 限 
过 程 ?的 一 个 逻辑 工具 , 在 泛 函 分 析 的 基本 理论 中 常 要 用 到 ， 这 个 
引 理 是 作为 关于 半 序 集 的 一 个 公理 来 接受 的 . 

章 恩 (Zorn) 引 理 ” 设 4 是 一 个 半 序 集 , 如 时 4 的 每 个 全 序 子 
焦 都 有 上 界 , 那 末 4 必 有 极 大 元 . 

类 似 地 有 关于 下 办 和 极 小 元 (存在 性 ) 的 引 理 . 

蕴 轧 引 理 是 证 明 别 的 一 些 定理 的 基础 ， 作 为 公理 ， 它 并 不 象 
别 的 公理 那样 直观 , 那样 明显 , 因而 有 必要 作 些 简略 的 说 明 ， 

近 个 引 理 的 正确 性 ， 可 以 这 样 粗 略 屯 君 《但 这 不 是 逻辑 的 证 
明 ): 如 果 委 是 一 个 半 序 集 ， 任 意 取 4 中 的 一 个 元 素 m ,如果 它 不 
是 极 大 元 ， 那 末 必 有 元 素 0:E4, asa， 使 得 m <m。， 这 样 继续 下 
去 , 可 以 得 到 一 个 全 序 子 集 

本 
依 假 设 , 它 必 有 上 界 记 为 4。 如果 a。 不 是 极 大 元 , 4 中 必 有 一 个 元 
素 在 .之 后 , 记 它 为 4..1( 这 里 。 十 1 且 理 解 为 一 个 记号 ); 再 继续 下 
去 , 文 得 到 爹 序 子 集 
Gi es Gs Gs ee ep 
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由 假设 , 它 必 有 上 界 记 为 ws。( 这 里 2@ 也 是 一 个 记号 , 我 们 不 去 讨论 
它 的 意义 ), 这 样 一 直 和 做 下 去 ,总 可 以 投 到 极 大 元 . 

如 果 对 上 述 过 程 加 以 严 烙 分 析 ， 就 会 发 现 事实 上 已 经 运用 了 
另 一 个 公理 一 一 策 黑 罗 (Zermelo) 前 选取 公理 ， 这 个 公理 最 初 是 
为 了 解决 基数 的 比较 问题 而 提出 来 的 . 

选取 公理 设 8= (at } 是 一 族 两 两 不 相交 的 非 空 的 集 ， 那 床 
存在 集 工 满足 下 面 两 个 条 件 ， 

1 LOCUM 

2” 集 工 与 S 中 每 一 个 集 民 有 一 个 而 且 只 有 一 个 公共 元 泰 . 

选取 公理 (又 称 选择 公理 ) 和 曹 恩 引 理 是 等 价 的 .等 价 性 的 证 
用 限于 篇 幅 我 们 这 里 不 介绍 了 

景 后 ， 我 们 用 半 序 概念 对 复数 体 作 一 点 说 明 . 大 家 知道 ， 复 
数 照 通常 的 四 则 运算 构成 体 ， 但 不 是 有 序 体 ， 这 就 是 说 ， 我 们 无 
法 将 所 有 复数 排 成 全 序 集 , 并 使 得 这 一 全 序 和 四 则 运算 之 间 浇 足 


a 


事实 上 , 如 果 将 复数 排 成 一 个 全 序 , 那 末 i 0 或 i<0 二 者 必 居 
其 一 。 设 i >0， 由 条 忻 1” 1 十 (一 让 光一 f， 即 一 i<0， 现 在 i 是 
* 正 数 ”， 将 它 乖 一 i 二 0, 得 1<<0, 再 车 记 ,得 i 二 9。 站 盾 ， 同样 i 过 
也 得 到 矛盾 ， 

注意 , 将 复数 排 成 全 序 并 不 难 , (如 字典 序 : 实 部 小 的 在 前 ， 实 
部 相等 时 虚 部 小 的 在 前 ), 只 是 这 种 全 序 不 能 满足 1*、2” 两 个 条 件 
而 已 . 

然而 ， 复 数 体 可 以 构成 半 序 体 ， 我 们 对 任意 两 个 复数 #1 一 a 
十 8 和 zs 一 本 十 5， 当 下 扫 g， 及 委 姑 同时 成 立时 称 轨 < 扫 2a， 不 
“全 着 Zagnen, A. C., An Introduction to the Theory of TIntegration, 
North-Holland, Amsterdarm, 1958. 
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难 验证 , 这 个 “ 丢 ?请 足 半 序 定 六， 对 这 一 半 序 , 还 满 吓 加 法 保 序 性 
和 乘 “ 正 数 " 保 译 性 ， 这 时 “ 正 数 ? 指 奖 部 和 虚 部 都 为 正 的 复数 ， 证 
明 留 给 读者 ， 


第 一 章 习 题 


1 证 骨 4AU{BNO 一 AUBDNUAUD. 

2， 证 明 

(1) A— B=A—(ANB)= CAUB)—B, 

{2) AN (B—O= AND— ANCOs 

{3) (A—B—C—A- (BUOD:; 

C4) A—{B—O0=A—BDUUANOD, 

(5) ADNO—D ANOD- BUDY 

(86) A (A—Bi=ANB. 

3， 证明 (4UB0=(A0U (B00 
A—BUO= A NA-0). 


站 Caadi. 


r= 


4. 证 明 Caet[j 4)= 
+=1 i 
5、 证 明 


CD (40 -B= (4 一 6) 


EE 各 让 世 


(2) (N20 —B =- (As—B), 
证 一 生 


6， 讽 14d 是 一 列 保 合 , 作 瑟 一 4 Bs 一 4 一 (4),n>1. 证 明 B, 是 


让 一 了 


一 列 互 不 硼 变 的 集 ， 而 且 U 总 v 一 吕 B,, R=1, 2, 3, Mi 
v=# . 


也 于 站 二 
7 设 dev- 人 去 ) 4 一 人 0, ,1 一 1 2,…， 求 出 集 列 {4o} 的 上 限 集 


种 下限 供 . 
加 ZH 4# 


8 证明 tm4, 一 [外 4 

~ bd 如一 1 天 二 其 

9， 作 出 一 个 (一 起 和 (一 eo, Teo) 的 1-1 对 应 , 间 写 出 这 一 对 应 的 解 
析 表 法 式 . 

10， 证 明 将 球面 去 榨 一 点 以 后 , 余下 的 点 所 成 的 集合 和 整个 平面 上 的 点 
所 成 的 集合 是 对 等 的 . 

11. 证 明 由 直线 上 互 不 相交 的 开 区 间作 为 集 4 的 元 素 , 则 A44 玛 多 为 可 数 
集 , 

12. 证 明 所 有 系数 为 有 再 数 的 多 项 起 组 成 一 可 数 集 . 

13， 设 4 是 平面 上 以 有 理 点 { 即 具 标 都 是 有 理 数 ) 为 中 心 , 有 理 数 为 半径 
的 加 的 全 体 , 则 4 是 可 数 集 . 

14， 证 明 单 调 增 加 函数 的 不 连续 点 最 多 只 有 可 数 多 个 

15， 试 找 出 使 (0, 1 和 fo0, 1] 之 间 1 一 1 对 应 的 一 种 方法 . 

16*4， 设 4 是 一 个 无 劣 集合 , 则 必 有 4* 王 4， 使 4+~ 太 ,而 4 一 4* 可 数 ， 

17*， 设 4 是 一 可 数 入 台 , 则 4 的 所 有 存 限 子 全 作成 的 集合 亦 必 可 数 . 

18， 证 明 [0, 1 上 的 全 体 无 理 数 作成 的 集 共 势 为 。 ~ 

地 其 集 4 中 您 个 元 素 ， 田 互相 独立 的 可 数 分 指标 所 决定 , 即 4 一 {6.， 
is 让 而 每 个 取 和 一 个 基数 为 c 的 集 , 则 4 的 基数 也 是 6、 

20， 设 集 4 与 的 并 和 集 之 基数 为 6， 证 明 4 及 中 必 有 一 个 集 的 基数 
屯 是 6. 

21， 设 从 为 一 序列 ， 共 中 元 素 彼 此 不 同 , 则 它 葛 子 序 列 全 体 组 成 基数 
为 6 的 集 ， 
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第 二 章 点 集 


本 章 将 研究 一 种 特殊 的 集合 -一 -空间 中 的 点 集 。 所 请 空间 ， 
是 一 类 具有 某 种 结构 的 集合 ， 例 如 实数 直线 ! 构成 一 维 空间 .“ 任 
何 两 点 间 有 距离 ", “实数 之 阅 可 以 引进 四 则 运算 ”等 都 是 其 中 的 结 
构 ， 本 章 着 重 研究 % 维 欧 氏 空间 , 但 从 较 一 般 的 度量 空间 开始 . 


$ 1， 度 量 空间 . * 维 欧 氏 空间 


让 我 们 回忆 数学 分 析 中 的 极限 概念 .我 们 定 头 x 的 极限 是 x， 
要 用 绝对 值 1x2n 一 ?| 来 表示 24 和 zw 的 接近 程度 ， 如果 我 们 将 实数 
直线 及 上 任何 两 点 4 和 5 之 间 的 距离 4 Ca,5) 用 1a 一 5| 加 以 表示 ， 
那么 所 请 忌 中 点 列 x; 收 伐 于 z， 就 意味 着 x 和 * 之 间 的 距 高 随 
?2->oo 而 趋 于 0,. 即 


limd (fn 了) 一口 


这 使 我 们 想到 , 在 一 般 的 点 集 召 中 如 果 也 有 “距离 ”, 那么 在 点 集 召 
中 也 可 异 这 一 距离 定义 极限 ， 这 对 研究 集合 的 性 质 将 是 极 重 要 的 
工具 ， 那 么 , 究 营 什么 是 距离 呢 ? 

. 设 习 是 一 个 集合 ,车 对 于 台中 在意 两 个 元 素 z，2 都 有 唯一 确 
定 的 实数 gg (z, 3) 与 之 对 应 , 而 且 这 一 对 应 关系 满足 下 列 条 性: 

1 Er 的 六 02035 用 一 0 的 充 要 条 件 为 sx 一 执 

2 lz siz zidC9 zz) 对 任意 都 成 立 ， 
则 称 & (x, 8) 是 x，y 之 间 的 距离 ， 称 (于 ， 全 为 庭 量 空 间或 距离 空 
闻 .， 区 中 的 元 素 称 为 点 , 条 件 生 称 为 三 点 不 驳 式 . 
e 了 。 


距离 有 对 称 性 ， 即 & (Cx, 二 2(y, XX)， 实 际 上 , 在 三 点 不 等 
式 中 取 z 二 zx, 并 由 条 件 1 知 
Cx FEA T+ L(y, 7) = CY, 4). 
由 于 “和 的 次 序 是 任意 的 , 故 同 样 可 证 4 (2#) 寺 dw,y)， 这 就 
得 到 Cx, =2(ys 0) 
如 果 【所 ,二 是 度量 室 闻 ,了 是 工 的 一 个 非 窗子 集 ， 则 (了 , 克 世 
是 一 个 度量 空间 , 称 为 (X, d) 的 子 空间 ， 
下 面 我 们 人 举 一 些 度量 空间 的 例子 
例 1 欧 氏 空间 R" ~ 
对 RR? 中 任意 两 点 
WCE Ges rs Ea) Y= 和 
规定 中 高 


dz 四 -( 袜 -oo 


容易 验证 4 (zx,9) 满 足 耻 离 的 条 件 。 首 先 , 条 件 1” 显然 是 满足 的 ， 
现在 验证 条 件 2?: 
由 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 


(Sa, ) <( Ze 三 四) 
得 到 
> (gr tb;)= > 3 二 


te 4 


Sm 2 |F ob + oD 
t=l 


t=1 t= P= 


-( JB pk 


从 各 一 【二 Sa “my [a 他 一 起 一 芷 :， Ce 则 
Wi 二 Db: 
代 和 人 上面 不 等 趟 即 为 三 点 不 鱼 式 . 
此 外 , 在 Ba 中 还 可 以 用 下 面 方法 定义 其 他 的 距离 : 
p(x, 的 =max| 二 一 人 | 


ptr, 的 一 全 ， 一 全。 
f=l 


容易 验证 p", p” 也 满足 距离 条 件 和 2 由 此 可 知 , 在 一 个 集合 引 
人 距离 的 方法 可 以 不 限于 一 种 . 
例 2 CLa, 5 空间 . 
令 C[e 5 表示 闭 区 间 [La, 5] 上 实 值 (或 复 值 》 连 续 函 数 全 体 ， 
出 Fa， 5 中 任意 两 点 x， 护 定 半 
Try) max|e(t)—yt)!, 
容易 验证 它 满 是 距离 条 件 1 和 2”。 
例 3 如 
记 中 = 他 一 {mi} | DG}. v= (zj 和 Et y= 
1 : 
《ai ES 人， 定 习 
d(x, 9 | Sl a) . 


则 & 是 Ba 上 的 距离 (可 以 证 明 g&<co)， 距 离 条 件 的 1" 是 容易 得 
出 的 ， 现 检验 条 件 2"。 

对 固定 的 Rw 二 8 Tay 0， 和 和 二 
yr 0,0,…) 都 是 BE" 中 元 素 , 故 对 固定 的 am, 有 Cauchy 不 等 式 


n 四 了 
(Srp ) < Et ys. 
B=1 Pe kol 
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不 等 式 有 端 令 4->co, 得 


(Se ) < Sa . Sn. 


=i 


和 再 令 左 端的 世 赵 于 cc, 即 得 


(Dei ) < Ta Do. 


E=t bel B=1 


由 此 可 得 


et) Sa 十 2T7ray+ Sy 


此 一 1 看 一 1 版 一 了 

< ta Se. Sn} 1 Sy 
点 一 1 时 wl 首 严 荆 Bel 

-|( 王 中 2) 

仿 取 二 一 { 丰 -人 一 全 站 一人- 以 全 一 一 志 ， 
ys 一 1 一 5z 代 人 上 式 , 即 可 得 所 9， 5 的 三 点 不 等 式 

dé a(t, E+ ale, 1). 

出 上 述 例 子 可 见 ， 度 最 空间 除了 有 限 维 的 欧 几 里 得 空 闻 B" 之 
外 ,还 包括 其 他 的 空间 ,如 CLa, 杂 和 空间 等 等 ,这些 将 在 泛 阔 分 
析 部 份 详细 论述 . 

下 面 我 们 将 考 赛 距离 空间 中 的 极限 ， 开 集 ， 闭 和 集 刍 一 系列 概 
念 , 它们 的 基础 都 是 邻 域 , 而 邻 域 则 依靠 距离 即 可 作出 为 了 行文 
简单 , 不 至 被 一 些 具体 空间 的 特性 分 散 注 意 力 , 我 们 先 限 制 在 RR 中 
讨论 ， 其 实 本 章 的 结论 在 一 般 谋 量 空间 中 也 都 是 成 立 和 的 ， 这 一 点 
我 们 在 第 六 登 还 要 涉及 . | 

我 们 从 定 关 邻 域 的 概念 开始 . 

定 六 1 居中 所 有 和 定点 Po 之 距离 小 于 定数 62>0 的 点 的 全 
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体 ， 即 集合 
{PatP, Po)<6) 
称 为 点 Po 之 邻 域 , 并 记 为 (Po,6)，P。 称 为 邻 域 的 中 心 ， 8 
称 为 邻 域 的 半径 ， 在 不 需要 特别 指出 是 怎样 的 一 个 半径 时 ， 也 干 
脆 说 是 Po 的 一 个 邻 域 ， 记 作品 CP,)， 显然 ， 在 BR,R?, R? 中 的 
VCPo,), 就 是 以 Po 为 中 心 6 为 半径 的 开 区 间 , 开 圆 和 开 球 ， 
容易 证 明 邻 域 具有 下 面 的 基本 性 质 ; 
(1) PEU(P); 
C2) 对 于 U1(P) 和 Uo(P), 存 在 Us(P)CUCP) 由 Ua(P); 
(3) 对 于 QEV(P), 存在 VU (@)CU(P); 
(4) 对 于 P 云 9, 存在 U(P) 和 UU (C9), 使 UCP)N0(Q)= 2 
定义 2 设 {Pw) 为 8" 中 一 点 列 ， 如 果 当 #->oo 时 有 &(Ps, Po) 
->0, 则 称 点 列 {P} 收 敏 于 Po- 记 为 lim Ps 二 Po 或 Pe>P， (no0)。 
用 邻 域 的 术语 来 说 ， 就 是 :对 于 媚 的 任 一 邻 域 太 (Po)， 存 在 某 个 
自然 数 N, 使 当时 ， PoED(P)- 
定义 3 ”两 个 非 空 的 点 集 4,、 避 的 距离 定义 为 
dA, BY 二 已 )。 
定义 4 ”一 个 非 空 点 集 忆 的 直径 定义 为 
7 =supa(P, ©@), 


和 从 ER 

定义 5 设 号 为 站 中 一 点 集 , 如 果 (如 ) 拓 co 则 称 万 为 有 办 
点 集 ( 空 集 也 作为 有 界 点 集 )。 | 

显然 , 瑟 为 有 界 点 集 的 充 权 条件 是 存在 常 数 ， 使 对 于 所 有 的 
二 (ri Yay rE 有 |]|z | 委 3 (i 二 1，2,…,#)， 肥 存在 常数 
对 所 有 zwSB 有 d(x,0)< 必 4, 这 里 0 二 C0,0,…,0), 称 为 # 维 空间 

定 光 6B 点 集 {C21， Bos Ea) | Gb 二 1 2 称 六 
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一 个 开 区 间 (% 维 )， 如 将 其 中 不 等 式 一 律 换 成 4; 志 x ,所 5,， t=1,2, 
* EA 二 1， 2, "9 则 称 之 为 一 个 闭 区 间或 堪 开 右 
闭 区 间 ， 当 上 述 各 种 区 间 无 区 别 的 必要 时 ， 统 称 为 区 间 ， 记 作 1. 


8, 一 qi 一 1,2，…, #4 称 为 了 的 第 1 个 * 边 长 ", 于 (5; 一 1) 称 为 了 
{=l1 
的 “体积 ”, 记 为 [I|. 


$2， 取 点， 内 点 ， 界 点 


设 百 是 n 维 空间 RE" 中 的 一 个 点 集 , Po 是 BR" 中 的 一 个 定点 ， 我 
们 来 研究 Pu 与 好 的 关系 ， 现 在 有 三 种 互 斥 的 情形 
第 一 , 在 Po 的 附近 和 根本 没有 五 的 点 ; 
第 二 , Po 附近 全 是 吾 的 点 ; 
三 , 天 附近 愤 有 召 的 点 , 又 有 不 属于 如 的 点 . 
针对 这 些 情况 我 们 给 出 下 述 定 叉 : 
- 定义 1 如果 存 在 Po 的 菜 一 名 域 UCPo), 使 (Po) CE, 则 称 
Po 为 避 的 内 点 ; 
如 果 Po 是 CE 的 内 点 (这 里 守 集 是 对 金 空 间 B" 来 作 的 , 即 C 如 一 
人 a 再 ,以 后 仿 此 ), 则 称 Po 为 吾 的 外 点 ; 
如 果 忌 "用 非 加 的 内 点 又 非 吾 的 外 点 , 也 就 是 : Po 的 任 一 邻 域 
内 既 有 属于 召 的 点 ， 也 有 不 属于 互 的 点 , 则 称 P 为 卫 的 界 点 或 边 
办 点 
土 述 三 个 概念 中 当然 以 内 点 最 为 重要 ， 因 为 其 他 两 个 概念 都 
是 由 此 派生 出来 的 . 
定义 2 设 吾 是 8&* 中 一 点 集 ，Po 为 B* 中 一 定点 , 如果 Ps 的 任 
一 邻 域 内 部 都 含有 无 穷 多 个 属于 召 的 点 ， 则 称 Po 为 召 的 一 个 聚 
点 . 


s 也 下 


显然 吾 之 内 点 必 为 百 之 座 点 ， 但 吾 之 豪 点 却 不 一 定 是 六 的 内 
点 ， 因为 还 可 能 是 如 的 界 点 ， 其 次 ,如 之 肉 虑 一 定 属于 BB， 但 是 的 
豪 点 则 可 以 属于 召 也 可 以 不 属于 如 , 

定理 1 下 面 的 三 个 陈述 是 等 价 的 : 

(1) Po 是 百 的 滞 点 ; 

《2) Po 的 在 一 部 域内 , 至 少 含 有 一 个 属于 马 而 异 于 已 的 点 ; 

(3) 存在 加 中 互 异 的 点 所 成 点 列 {PJj， 使 Po 一 PP (az 一 oo) 

证 明 由 (1 推出 423 及 由 (3) 推 出 (1 是 显然 的 , 更 下 由 (2) 推 
出 (3). 

由 假定 在 UCLPo,1) 中 至 少 有 一 点 Pi 属于 加 阐 蜡 于 Po, 令 61 一 


min jaCPi, Po), 计 |, 则 在 DU (Po,61) 中 至 少 有 一 点 P 属 于 如 而 异 
于 Po, 令 太一 minjd(P, Po), 计 |， 则 在 UCPo6:) 中 又 至 少 有 一 点 


,属于 加 而 异 于 Po, 这 样 无 限 继续 下 去 ， 便 得 到 点 列 {Psj, 它 显然 
满足 要 求 ， 证 毕 . 

再 介绍 一 个 派生 的 概念 : 

定义 3 设 殖 是 B" 中 一 点 集 , Po 为 B" 中 一 定点 ， 如 果 Po 许 于 
5 但 不 是 证 的 罕 点 , 则 Pu 称 为 媚 的 孤立 点 . 

由 定理 1 可 知 ; Po 是 怪 的 孤立 点 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 P。 
的 菜 邻 培 口 (Po), 使 ENUCPo) 二 {Po}. 

由 此 又 知 : 召 的 界 点 不 是 配点 使 是 钼 立 点 . 

既然 这 样 , 所 有 有 @* 中 的 点 ， 对 已 来 说 又 可 分 为 聚 点 ， 孤 立 点 ， 
外 点 三 种 、 故 可 列表 如 下 : 


内 点 ，“{ 束 点 ， 
A 或 1 孤立 点 ， 
外 点 外 点 。 


注意 。 对 一 个 具体 的 点 集 吾 来 说 ， 上 述 任 何 分 类 中 的 三 种 点 


ss 6 据 


不 一 定 都 出 现 ， 界 点 或 察 点 可 以 属于 如 也 可 以 厅 属 于 如 
根据 上 面 引信 的 概念 , 对 于 一 个 给 定 玖 点 集 8, 我 们 可 以 考 虚 
上 上述 各 种 点 的 集合 ， 其 中 重要 的 是 下 面 四 种 . 
定义 4 设 吾 是 豆 " 中 一 个 点 集 , 有 
(1》 玉 的 爹 体内 点 所 成 的 集合 , 称 为 慷 的 开 核 , 记 为 记 ， 
(2) EE 的 全 体 界 点 所 成 的 集合 ， 称 为 思 的 边界 , 记 为 98; 
(3) 专 的 全 体 聚 点 所 成 的 集合 , 称 为 的 导 集 , 记 为 8》 
《4) EUE 称 为 吾 的 闭 包 ; 记 为 六 
闭 包 也 可 以 表示 为 其 他 形式 , 例如 : 如 
记 =BU38 = 记 UJ98 二 B'U {的 爹 体 孤立 点 }. ia 
各 种 说 法 的 本 质 在 于 : re 在 卫 的 一 
邻 域内 都 至 少 有 一 点 属于 wy 
由 于 团 包 的 这 个 特征 , 立刻 可 得 闭 包 pa 
CE=0F, CE={0E). 5 
定理 2 设 4cCB, 则 YX Cp', jcB, AcB. 
定理 3 (4UB) AUB. 
证 明 因为 4CAU 8,BCAUB, 故 从 定型 2 jes. 
， 将 ` 铁 痪 
B'CCAU BY 从 而 入 多 “是 全 i 
4UBCCUBD 合计 让 党 全， 3 
另 一 方面 ,假设 PE(C4UB)，， 则 必 有 地 UU 久 A Te et 
人 UB', 那 末 将 有 PE 且 PEB'"， 轩 而且 的 某 一 侣 域 U,(P)， 在 中 
PP 内 除 已 外 不 含 4 的 任何 点 , 同时 有 总 的 某 一 邻 域 afCP)， 在 和 
zfP) 内 除 王 外 不 合 吾 的 任何 点 ， 则 由 邻 域 基本 性 质 (3) 久 |， 存 在 Wr 


VAP)CULP)NUVAP)， 在 U3( 户 中 除了 后 外 不 含 4UB 中 的 4 


点 , 这 与 PE(4UB)' 的 假设 矛盾 . 般 凶 袜 seh 
下 面 的 定理 告诉 我 们 什么 时 候 妨 壮族. 
定理 4 (Bolzano- Weierstrass 定 理 ) 设 吾 是 一 个 有 界 的 无 ra 
ne 
$s | 


限 集合 , 则 名 至 少 有 一 个 聚 点 . 
证 明 方法 与 一 ,二 维 相同 . 
定理 5 设 如 ,8 关 RB", 则 四 至 少 有 一 界 点 ( 即 3 有 关 急 )。 
证 明 留 作 习 题 , 


$ 3， 开 集 ， 闭 集 ' 完备 集 

在 本 节 中 我 们 着 重 讨论 两 类 特殊 点 集 . 

定义 1 设 BCR", 如 果 思 的 每 一 点 都 是 瑟 的 内 点 , 则 称 殖 为 
开 集 . 

便 如 整个 空间 R" 是 开 集 , 空 集 也 是 开 集 ， 又 如 在 R! 中 任意 
开 区 间 (e, 5 是 开 集 ，[0,1) 不 是 开 集 ， 在 本 中 一 {(z; 的 122 十 
扩 芝 由 是 一 开 集 (但 把 它 放 在 BR? 中 来 看 时 , 即 看 做 B=《(z, y, 2)| 
2 十 于 之 1; 儿 二 0} 就 不 再 是 开 集 了 ). 

定义 2 设 ACR", 如 果 巨 的 每 一 个 险 点 都 属于 万 则 称 百 为 
闭 集 . 

例如 整个 空间 有 8* 是 闭 集 , 空 集 是 闭 集 ， 又 如 在 8! 中 闲 区 间 
Lae, 5] 是 闭 集 , 但 [0, 2) 不 是 闲 集 . 在 形 中 有 ={ x39) 1x: 十 六 二 1》 
是 闭 集 ， 因 如 任 音 的 有 限 集合 都 是 闭 集 . 

开 集 、 闭 集 利 用 开 核 , 闭 包 等 术语 来 说 , 就 是 : 

“ 妇 为 开 集 的 充 要 素 件 是 5CE, 亦 即 == 包 ; 

为 闭 集 的 充 要 条 件 是 BF CE( 或 3ECE). 
今后 开 集 常用 字母 G 央 示 , 闭 集 常用 字母 了 表示. 

定理 1 对 任何 ECR*, 记 是 开 集 ，B' 和 百 都 是 闭 集 ( 户 称 为 

开 楼 , 称 为 闭 包 的 理由 也 在 于 此 ). 
” ”证明 设 PE 由 玉 的 定义 存在 邹 域 UCP)CE, 对 于 任意 的 
QEU(CP), 从 邻 域 基本 性 质 (3) 可 知 , 有 VC(@Q) 使 FCO) CU(P)CCE. 
即 @ 是 召 的 内 点 , 故 5CP)CC 所 以 忆 是 下 的 内 点 , 故 吾 是 开 集 ， 
生 3 血 


其 次 证 明 尼 为 闭 集 ， 设 PoECE')', 则 由 $3 定理 1 的 (2), 在 
Po 的 任 一 邻 域 UCPo》 内， 至 少 含有 一 个 属于 P 而 蜡 于 Pi 的 点 
Pi， 因 为 PLEEB', 于 是 又 有 属于 囊 的 PeEU{Po), 而 县 还 可 以 要 求 
Ps 二 Po, 再 利用 2 定理 1, 即 得 PoEB'， 所 以 上 是 闲 集 . 

最 后 征明 忆 是 闭 集 ， 因 为 上 一 BUB', 由 83 定理 5 


人 
从 而 书 是 闭 集 ， 证 毕 . Sk 


定理 2 《 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 ) 设 思 是 开 集 ， 旭 CE 是 闭 
集 ; 设 瑟 是 闭 集 , 则 CE 起 开 集 . 

证 明 第 一 部 份 ; 设 吾 是 开 集 , 而 Ps 是 0E 的 任 一 豪 点 ， 那 
么 , Po 的 任 一 邻 域 都 有 不 属于 旦 的 点 ， 这 样 ，Po 就 不 可 能 是 至 的 
内 点 , 从 而 不 属于 卫 ( 周 互 是 开 集 ), 也 就 是 PuEOB, 

第 二 部 份 ， 设 万 是 闭 集 ,对 任 一 PuECE, 假如 Po 不 是 CB 的 
内 点 , 则 Pr 的 任 一 邻 域内 至 少 有 一 个 属于 吾 的 点 , 而 且 这 点 又 必 
异 于 Po( 因 PoECE), 这 样 Po 就 是 吾 的 察 点 (8 2 定理 1)， 从 而 必 
”属于 E( 因 玉 是 闭 集 ), 和 假设 矛盾 . 

另 证 , 设 记 是 开 集 , 则 吾 一 加， 由 闭 包 , 开 核 对 但 关 系 , 得 C= 
CBE=0E, 可 见 08 是 闵 集 ， 同 样 可 证 另 一 部 份 ,证 毕 ， 

正 由 于 开 集 和 闭 集 的 这 种 对 假 关 系 , 在 许多 情形 下 , 我 们 将 闭 
集 看 作 是 由 开 集 派 生出 来 的 一 个 往 念 。 也 就 是 说 ， 如 果 定 义 了 开 
集 , 厅 集 也 就 随 之 而 确定 . 

定理 3 任意 多 个 开 集 之 和 仍 是 开 集 ， 有 限 多 个 开 集 之 交 人 
是 开 集 . 

证 明 ”第 一 部 份 显 然 ， 现 证 第 二 部 份 ， 不 妨 就 两 个 开 集 来 证 
明 ， 

设 如, G, 为 开 集 , 任 取 PiEGImGs， 因 PuEG,, i =1,2， 故 存 
在 ZiCPojcCGoi= 昌 2 ， 由 邻 域 性 质 (2), 存在 za(Po)CECPon 

和 人 


UCPo), 从 而 EapPoCG 站 Ga 可见 Po 是 名 门 Go 的 内 点 ， 证 毕 . 
注意 , 任意 多 个 开 集 的 交 不 ~- 定 是 开 集 ， 例 如 ， 


1 1 二 四 
Gs 一 (一 1 一 言 ,1 二 吝 》 (9=1,2,3,…) 
每 个 Cr 是 开 集 , 但 门 G,=[ 一 1, 1] 不 是 开 集 ， 
从 一 1 


定理 4 企 意 多 个 闭 集 之 交 仍 为 闭 集 ， 有 限 多 个 闭 集 之 和 仍 
为 闭 集 . 


证 明 《利用 狄 英 夺 公式) 设 P,, iE7( 或 i 一 1, 2,…sm) 是 闭 集 ， 
则 由 定理 2 知 各 CF, 是 开 集 ， 从 而 由 定理 3 CF; (或 门 CF) 
也 是 开 集 , 但 由 狄 莫 更 公式 有 


fm=c (y or (x U 到 ,一 (fler )) 


故 再 利用 定理 2 便 知 和 ri Ur )ems 证 毕 . 
注意 , 任意 多 个 亲 集 的 和 不 一 定 是 闲 集 ， 例 如 ， 
-| 去 ， 1 一 十 | R=3, 4 ee 
则 P. 是 闭 集 ,而 P= (0,1) 不 是 闭 集 


定理 5 (Heine-Borel 有 限 夏 奖 定 理 ) 设 下 是 一 个 有 界 佬 
集 , f 是 一 族 开 集 (0.}:<; 它 醒 盖 了 F( 即 FC 日 7 ), 则 .4 中 一 定 
存在 有 限 多 个 开 集 忆 :，D:，…，Vrw， 它 们 同样 覆盖 了 严 〈 即 FC 


bo) 


证 明 下 面 的 还 明 方 法 基本 上 是 属于 勒 贝 格 (Lebesgue) 的 ， 
4 


我 们 分 两 步 米 还 明 。 不 妨 假 定 -t 中 的 开 集 都 是 开 邻 域 . 
(1) 先 证 明 存 在 正 数 8， 使 任 一 以 属于 五 的 可 为 中 心 的 4 邻 
域 , 都 将 包含 在 某 一 个 属于 .有 的 开 集 内 ， 设 不 然 , 即 设 有 这 样 的 正 


数 3, 则 对 于 任意 正 整 数 w 二 都 不 能 取 作 5， 因 而 必 有 rsEF， 使 


0 (zs。, 去) 术 包 含 在 任何 属于 .Kt 的 开 邻 域 中 ， 由 于 也 有 界 , {zw} 


下 自然 也 是 有 界 的 ， 如 果 {x。} 有 无 限 多 个 不 同 元 素 , 则 由 $2 定理 
生 有 聚 点 xzo 如果 {4a} 只 有 有 限 多 个 不 同 的 元 素 , 则 至 少 有 一 个 点 
2 出 现 无 限 多 次 , 因此 无 论 如 何 , 总 有 {zs} 的 一 个 子 序 别 {zxs,}, 使 
zn->t0。 广 意 玉 是 闲 集 ， 所 以 xoER， 而 在 复 六 六 , 因此 有 ER， 
使 xoEU， 不 妨 设 =D (go (图 2.1), 则 及 >0, 使 UCzo,7) 忆 


转 2.1 
Z(go 9， 注意 zs-zo 所 以 可 以 取 zw 充分 大 , 使 2z4,20) << 守 ， 


过 < 本 ,二 是 V( r 二)CD(zo W)CUCyw DEA、 这 与 x4, 的 定 
义 矛 质 ， 这 也 就 证 明了 满足 所 述 要 求 的 5 是 存在 的 (这 个 正 数 6， 
通常 称 为 勒 贝 格 数 ). 

让 达 


(2) 因为 刺 有 界 ， 我 们 可 以 用 诗 行 于 坐标 平面 的 超 平面 将 
分 成 有 限 多 个 小 块 ， 使 每 一 正 的 直径 都 小 于 6, 设 这 些小 块 是 P,， 
,Fm 在 又 二 下; 中 任 取 一 点 作 ;的 6 邻 域 U(z6,6)， 则 
应 有 USN， 使 UCzi,6)CVi, 于 是 得 出 属于. 录 的 有 限 多 个 开 集 D， 


Us, 3 Cn. 显然 了 = UrcUv. 证 毕 .， 
t=1 i=1 


定义 3 设 甩 CRE" 如果 百 CE', 就 称 EE 是 自 密集 ， 换 句 话说 ， 
当 集 合 中 每 点 都 是 这 个 集 的 聚 点 时 ， 这 个 集 荐 自 密集 ， 另 一 个 说 
法 是 没有 孤立 点 的 集 就 是 自 密集 . 

例如 , 空 集 是 自 密集 , RR! 中 有 理 数 全 体 所 组 成 的 集 是 自 密集 . 

定义 4 设 如 CR", 如 果 巨 一 产 ， 则 称 吾 为 完备 集 或 完全 集 . 

完备 集 就 是 自 密 闭 集 , 也 就 是 没有 孤立 点 的 闭 集 . 

例如 , 空 集 是 完备 集 , R' 中 的 任 一 闭 区 疗 [a, 可 及 全 直线 部 是 
完备 集 . 

表面 上 看 来 , 既然 一 个 完备 集合 一 方面 是 闭 集 , 而 另 一 方面 每 
一 点 又 都 是 聚 点 , 似乎 它 就 会 销 满 空间 的 一 小 块 , 但 是 这 是 一 种 错 
觉 ， 在 下 一 节 中 , 我 们 将 以 著名 的 康 托 尔 (Cantor) 集 作为 例子 来 
说 明 这 一 点 . 


§ 4 直线 上 的 开 集 、 闭 集 及 完备 集 的 构造 

在 本 节 中 我 们 将 讨论 直线 上 《〈 即 BB 中 ) 开 集 与 闭 集 的 构 进 ， 
并 详细 地 讨论 康 托 尔 集 这 一 重要 例子 . 

在 直线 上 ， 开 区 问 是 开 集 .虽然 开 集 一 般 说 来 不 一 定 是 一 个 
开 区 疗 ， 但 容易 看 出 非 空 开 集 是 一 系列 开 区 间 的 和 和 集 ， 我 们 现在 
来 研究 直线 上 的 开 集 的 结构 ， 为 此 先 引入 构成 区 间 的 概念 . 

定义 1 设 @ 是 直线 上 的 开 集 ， 如 果 开 区 闻 (w% BJCG， 而且 
» 42 * 


端点 0% 不 属于 G, 那么 称 (o, 8) 为 G 的 构成 区 间 ， 

例如 , 开 集 (0, 1) U (2, 3) 的 构成 区 间 是 (0, 1) 以 及 (2, 3)， 

定理 1 ( 开 集 的 构造 ) 直线 上 任 一 个 非 空 开 集 可 以 表示 
成 有 限 个 或 可 数 个 所 不 相交 的 构成 区 间 的 和 集 ， 又 当 非 空 开 集 表 
示 成 互 不 相交 的 开 区 间 的 和 集 时 , 这 些 区 间 必 是 构成 区 间 . 

证 明 ” 设 昌 是 直线 上 的 一 个 韭 空 开 集 ,分 以 下 几 步 来 论证 : 

(1) 开 集 4 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 ， 不 然 的 
话 , 设 {a, 0)，(coy 8s) 避 的 两 个 不 同 的 构成 区 间 ， 但 相交 ， 这 
时 必 有 一 个 区 间 的 端点 在 另 一 个 区 间 内 , 例 旭 ciE(aa, B82), 得 Co， 
B2) CG, 这 和 EG 了 矛盾， 因此 不 同 的 构成 区 间 不 相交 再 由 第 
一 章 习 题 第 11 题 , 开 集 如 的 构成 区 间 全 体 最 多 只 有 可 数 个 ， 

《2)》 开 集中 和 任何 一 点 必 合 在 一 个 构成 区 间 中 ， 事 实 上 ， 任 意 
取 xzoEG, 记 4 为 适合 条 体 zoE(a. 8)CG 的 开 区 间 (a,) 爹 体 所 
成 的 区 间 集 .因为 G 是 开 集 ，44, 不 会 空 ， 记 

co 一 inf oo Bo= sup ph. 


[2 tm IE ds 
作 开 区 闻 (ao, B80} (其 实 , Co B00) =U Ce, 月 )， 显 然 ，zoE (oo0, Bi). 
现在 证 明 (ao, 8 是 如 的 物 成 区 闻 - 先 证 (ou， 站 0) 所 如 ， 仔 意 取 xw'E 
fao BB0), 不 妨 设 x 委 芍 。、 由 于 ao 是 下 确 界 ,所 以 必 有 (&, 六 EEA; 
使 二 gx' ,因此 


rE, ToT PCO, 

同样 , 如果 zx 守 z0, 也 可 以 证 明 类 位 的 结果 ， 因 此 (wo, Bo) CG 由 
此 硒 便 得 到 (oo, 50)E4:,。， 青 证 aoEG， 如 果 不 对 ， 那 么 cosG, 因 
为 全 是 开 集 ， 必 有 区 间 (a 厅 )， 使 得 aoSfta 有 CCG，、 这 样 , zoE 
Co, BC BDU (on, BO) 二 人 因此 , (0', Bo)E A 而 00, 这 
就 和 ao 是 4;, 中 的 区 间 堪 端点 的 下 确 界 相 了 矛盾 ， 所 以 aoEG. 同 
样 有 BoEG， 这 就 是 说 (em Po 是 如 的 构成 区 间 . 

有 可 和 


(3)》 作 GG 的 所 有 构成 区 间 的 和 U (e, 8)， 击 (2) 它 应 是 人 由 
(1),， 0 必定 是 有 限 个 或 可 数 个 瑟 不 相交 的 构成 区 间 的 和 集 . 用 
(ay 有) (> 一 1 2 或 >=1,2…) 记 日 的 构成 区 间 ， 那 么 
G= Ue,, b,). 

(4) 设 G=U(e, 记 ,) 是 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 的 和 集 ， 现 
在 具 要 证 明 每 个 Ce , 5; ) 都 是 的 构成 区 间 ，、 显 然 , (a;, ')CC6， 
车 它 不 是 构成 区 间 , 比方 说 ECG， 那 么 必 有 4 关 ? 使 得 o 三 (a ， 
B) 因 而 (or ,8 ) 与 (wi, 有, ) 相 交 ， 这 和 假设 予 盾 ， 所 以 &; EG. 
同样 凡 EGG。 所 以 (or , 8; ) 是 构成 区 间 ， 证 毕 ， 

因此 非 空 开 集 必然 唯一 地 表示 成 可 数 个 或 有 限 个 互 不 粗 交 的 
开 区 闻 的 和 集 . 

既然 闭 集 的 余 集 是 开 集 ， 那 么 从 开 集 的 构造 可 以 引入 佘 区 间 
的 概念 ， 

定义 2 设 4 是 直线 上 的 闲 集 ， 称 4 的 余 集 C04 的 构成 区 间 
为 4 的 余 区 间或 邻接 区 间 . 

我 们 又 可 以 得 到 闭 集 的 构造 如 下 ; 

定理 2 直线 上 的 闭 集 或 者 是 全 直线 , 或 者 是 从 直线 上 控 掉 
有 限 个 或 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 了 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集 . 

由 狐 立 点 的 定义 很 容易 知道 ， 直 线 上 点 集 4 的 孤立 点 必 是 包 
含 在 4 的 余 集中 的 基 两 个 开 区 间 的 公共 端点 ， 因 此 ， 闭 集 的 靳 立 
点 一 定 是 它 的 两 个 余 区 间 的 公共 端点 ， 完 备 集 是 没有 孤立 点 的 闭 
集 , 所 以 , 完备 集 就 是 没有 相 邻接 的 余 区 间 的 闭 集 . 

下 面 我 们 讨论 一 个 重要 的 例子 一 一 康 托 尔 集 ， 

例 ( 康 托 尔 集 ) 将 团 区 间 [0, 1 三 等 分 去掉 中 间 的 开 区 间 
(3,3) 刹 下 两 个 六 区 间 | 0， #| [了 !， 又 把 这 两 个 闭 区 间 各 


三 等 分 ,去掉 中 间 的 两 个 开 区 间 , 即 ( 诗 , 半 )( 苹 , 号 ) 一 般 地 , 当 
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进行 到 第 % 次 时 ,一 共 去 掉 如一 1 个 开 区 间 , 剩 下 2* 个 长 度 是 3-，* 
的 互相 隔离 的 闲 区 间 , 而 在 第 a -EL 次 时 ,再 特 这 2* 个 六 区 间 各 三 
等 分 , 并 去 挤 中 间 的 一 个 开 区 间 , 如 此 继续 下 去 , 就 从 [0, 1] 去 掉 了 
可 数 个 互 不 相交 (而 且 没 有 公共 端点 ) 的 开 区 间 ， 因 此 由 定理 2, 剩 
下 的 必 基 一 个 闭 集 ( 它 至 少 包 含 各 邻接 区 间 的 端点 及 其 加 点 )， 它 
称 为 康 托 尔 集 , 记 为 P， 

让 我 们 来 考察 这 个 闭 集 P 的 性 质 ， 

1”. PP 是 完备 集 ” 由 于 卫 的 邻接 区 间 的 作法 ， 它 们 性 何 两 个 
之 间 根 本 不 存在 一 公共 端点 , 因此 了 是 完备 集 . 

2". 卫 没 有 内 点 事实 上 , 在 已 的 作法 中 讲 过 , “去 掉 " 手 续 进 
行 到 第 次 为 止 时 ， 剩 下 2* 个 长 度 是 3-" 的 互相 隔离 的 闭 区 间 ， 
汰 此 任何 一 点 x6E 了 P 必 会 在 这 2 个 闲 区 闻 的 基 一 个 里 面 ， 从 而 在 
2 的 任 一 邻 域 U(xo,3-") 内 至 少 有 一 点 不 属于 P， 但 3-">0(n-> 
co), 故 zo 不 可 能 是 记 的 内 点 . 

已 既然 是 没有 内 点 的 闭 集 ， 那 么 在 (直线 上 ) 任 一 开 区 间 工 内 
过 至 少 含有 开 集 CP 的 一 点 , 从 而 了 内 必 至 少 有 一 子 开 区 间 , 其 中 
不 含 己 的 点 . 凡是 一 个 点 集 了 (不 限于 Rl 中 ), 如 果 具 有 性 质 : 空间 
任 一 邻 域 内 至 少 包 含 某 点 鸭 一 个 邻 域 , 其 中 不 售 豆 的 点 , 则 称 吾 为 
玻 朗 集合 , 或 无 处 稠密 集合 (8 是 醇 朗 集合 的 特征 是 百 没 有 内 点 》。 
因此 卫 是 一 个 政 朗 集合 ， 

综 上 所 述 , 我 们 便 可 以 将 康 托 尔 集 的 特点 归纳 为 一 句 话 ; 它 是 
一 个 蕊 朗 的 完备 集 . 

最 后 附带 说 明 一 下 , 当 a>>1 时 ,天 "中 的 开 集 一 般 不 能 表示 成 
至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 闻 (w 维 ) 的 和 ， 但 总 可 表示 成 可 数 个 
也 不 相交 的 半 开 平头 (例如 堪 开 右 闭 ) 区 间 之 和 ， 不 过 这 种 表示 车 
没有 唯一 性 (在 Ri 中 一 个 开 集 只 能 用 一 种 方式 表示 成 构成 区 闻 之 
和 ). 今 以 za=2 的 情形 说 明寺 下 ; 


和 


设 人 为 下 中 任 一 开 集 .在 民 上 以 两 族 平行 线 ; 
多 一 更， 寻 二 久 ， 【半生 一 0 十 1 十 2,…) 
作成 无 数 个 左 开 有 有 闭 的 正方 形 ; 这 些 正方 形 中 全 部 落 在 如 中 的 , 记 
为 1 Qe … “i Cn: 可 能 是 ce)， 参 见 图 和 2 次 作 两 族 平行 
线 : 


【9 用 一品 士 1, 十 2， 
将 所 余 移 每 一 个 正方 形 分 为 四 个 
左 开 本 图 的 下 方形， 记 这 些 正方 
形 之 完全 茧 入 GG 中 的 为 多，Ga， [能 是 50)。， 如 此 继 
续 进行 , 陆续 添 作 两 族 平行 线 : | 


全 二 mh ar =4+gr, 


{mm, =0, +1, +2, ;y=1,2, ,2:—1) 
和 将 尚未 在 如 中 之 正方 形 等 分 为 四 个 左 开 布 闭 之 正方 形 , 等 分 后 , 其 
能 金 部 落 入 中 的 , 把 它们 记 作 合生 oa os 《as 可 能 不 是 有 
限 的 )，、 于 是 得 正方 形 的 和 集 


U Uo.=s. 


klIp= 


显然 ，S8CG， 今 证 GCS， 若 PEG， 则 下 很 大 时 必 有 边 长 为 去 


的 (上 面 所 作 的 ) 正方 形 含有 了 点 而 共和 信 于 开 集 GG 中。 假如 有 Bi 
适合 
Lh, YEN,, PERQ,,, 


那么 PES, .车 不 然 ， 则 上 述 边 长 为 六 的 正方 形 ， 应 记 它 做 多 ;,, 因 
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PEWi,CS, 
所 以 如 C53， 从 而 人 = 刀 . 


$5*， 皮 亚 诺 (Peano) 曲 线 


当 我 们 谈 到 一 条 “ 画 在 平面 上 的 曲线 "时 ， 在 我 们 的 头脑 中 便 
显现 出 蔓延 在 平面 上 的 一 根 细 长 的 线条 的 形象 ， 如 果 我 们 用 集合 
论 的 术 说 便 有 理由 提问 :一 个 平面 点 集 必须 具有 什么 性 质 才能 将 
它 看 作 位 于 平面 上 的 一 条 曲线 ? 

康 本 尔 曾 用 下 面 的 笑 来 定义 平面 曲线 ; 

所 谓 平面 贡 线 是 一 个 韦 通 怠 的 完备 集 P, 它 位 于 平面 上 , 而 且 
是 平面 上 的 访 朗 集 . 

这 个 定义 , 曾 成 为 后 来 许多 工作 的 依据 。 但 是 不 能 不 注意 , 它 
并 不 完 爹 符合 我 们 想象 中 的 蔓延 在 平面 上 的 网 长 线条 这 概念， 例 
如 , 我 们 从 一 个 正方 形 内 去 壕 可 数 客 个 于 由 分 离 的 开 阁 , 它们 是 在 
这 正方 形 内 处 处 狼 密 地 分 布 着 ， 
并 此 这些 贺 的 圆周 互相 相交 ， 也 
不 和 正方形 的 边 相 交 ， 则 下 方形 
内 部 的 余 留 部 份 ， 便 是 在 康 托 尔 
意义 下 的 一 条 “曲线 "(图 2. 3). 

由 于 康 托 尔 的 定 关 同 我 们 想 
象 的 “ 曙 线 ”概念 有 些 抵触 ， 约 当 
(Jordan) 便 给 出 了 “曲线 ?的 另 一 个 定义 : 

一 条 平面 曲线 是 平面 上 那些 坐标 汪 和 # 由 方程 

z= P(t), y= pt) 


中 ”关于 连通 性 的 概念 我 们 不 能 详 述 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 吾 . H. Tyan 著 , 何 坦 
初等 渗 < 实 变 函 数论 3, 高 等 教育 出 版 社 , 1954 年 ,或 参阅 拓扑 学 著作 ， 


ss 7 所 


所 给 出 的 点 的 总 体 ， 其 中 p 和 是 闭 区 间 [0, 1] 上 的 两 个 过 续 孜 
数 ， 这 样 的 限 线 称 为 连续 梧 线 ， 或 连续 弧 

根据 这 个 定义 , 若 把 变数 + 了解 为 < 时 间 ”, 则 当 + 由 0 增色 了 
时 , 两 个 冰 数 zp(t),y 一 p(t) 所 给 定 的 点 型 (z, 幼 在 平面 上 移动 
画 成 一 条 *“ 弯 向 的 线 ?， 它 是 一 条 连续 曲线 ， 约 当 所 下 的 定义 也 和 
康 托 尔 的 定义 一 样 精确 , 而 且 也 曾 被 用 来 作为 许多 工作 的 依据 . 当 
夯 数 9 和 区 有 连续 的 导数 9' 和 时 , 连续 曲线 7 二 p(5), y= 二 (t) 
就 真 的 是 一 根 细 长 的 线条 , 并 且 还 有 确定 的 长 座 s 


s=| MID FPA. 


然而 , 在 1890 年 意大利 数学 家 皮 亚 诺 发 现 ， 在 适当 地 选择 连续 函 
数 p 委 时 ， 连续 曲线 + 二 g()，y 二 Y(t), 可 以 “ 填 满 一 个 正方 
形 ". 下面 我 们 将 简略 地 介绍 能 填 满 一 个 正方 形 内 部 的 皮 亚 庄 
巾 线 . 
设 仿 是 一 区 间 (一 维 ), 8 是 一 正方 形 ,9 是 大 于 1 的 整数 (在 
皮 亚 诺 (1890 年 ) 的 作法 中 ,9 一 3; 希 尔 伯 特 (Hilbert)(1891 年 ) 取 
见 图 2.4)、 将 心 等 分 为 8 个 小 区 间 
S10, S87, S$, 


-Ht 


二 尝 时 三 


其 中 840 的 右 端 就 是 S111 的 左 端 ， 又 将 8 等 分 为 g: 个 小 正方 形 
QI, iV, Oi, 
其 中 8 中 与 9 有 共 局 边 ， 其 次 ,将 8 外 等 分 为 产 个 小 区 间 
rn Sra, SE (EL=1, 2,…， 92)， 
于 是 , 态 被 等 分 为 9 个 小 区 间 S10， S89， ,9:9; 其 SD 与 81: 
有 共同 点 ， 叉 将 日 等 分 为 g' 个 小 正方 形 8 让 ,8 的,…,8 凡 ， 其 中 
Dt 都 在 Q1* 之 中 ，Q 人 中 与 愉 有 共同 边 . 此 手续 
进行 于 部 次 时 , 8 等 分 为 g2 个 小 区 间 
SD, 《C81 与 8 有 共同 端点 )， 
@ 等 分 为 92 个 小 正方 形 
和 
其 中 
QR er OE Ds 
由 等 分 94-? 而 得 ,8:9 与 8 人 ;有 共同 边 . 

今 将 如 中 任意 一 点 上 用 下 述 映 蝎 头 映 信 @ 之 一 点 亚 若 aE 
So, 则 使 5EQ1m， 假 如 a 不 是 任何 5 的 左 端 或 右 端 , 则 必 为 一 
列 小 区 间 的 内 点 ， 因 之 有 ,如 , … 如 下 ; 

SPIOSED DD, 
a 为 59 的 内 点 ， 因 之 85 祷 Q 让 二 …， 当 #2>oo 时 ,Gem 收 数 于 
5， 假 如 4 是 SI9 的 左 端 或 右 端 , 那么 4 也 是 Sr C9 汪 0) 的 左 端 
或 右 端 ， 
”车 a 不 是 妨 的 左 端 或 右 端 ， 则 对 于 任 -~ p，a 为 相 邻 两 区 间 
Beta 与 有 et 有 的 共同 端点 ， 由 
SEY UI SIY, (SP U SA oe 


| 


' 


得 
2 Udm Om UO } IO, 
当 2> 吕 时 ， 8? USGe1 收 总 于 六 
和 池 9 


今 证 当 a 从 仿 的 堪 端 逐渐 移动 到 如 的 右 端 时 ，e 的 象 8 填 清 
了 和 恕 中 所 有 的 点 , 记 上 壕 之 映照 为 w, 则 对 于 8 中 任意 一 点 as,@ 中 
有 殖 送 合 于 8 一 (ae)， 又 设 五 是 入 的 任意 一 点 ， 峙 必 有 如 下 的 
已 (4=1,2,.:) 

EECBE (= 2…)。 

因 之 8 名 了 SR (一 1 2 7) 当 m>co 时 Si 收 黎 于 有 8 中 的 
一 点 此 即 志 的 原 象 ， 所 以 5= wp(o) 充 满 了 总 

多国 是 一 连续 映照 的 证 明 我 们 不 再 详 述 中 

当 g=2 时 , 将 全 十 六 靠 分 与 六 十 四 等 分 的 情形 ， 如 图 2.4 所 
示 ， 当 六 十 四 等 分 正方 形 时 , 其 中 7, 10, 55, 58 四 个 正方 形 有 一 共 
同 点 . 由 此 可 条 此 点 的 原 象 不 正 一 个 、 一 般 面 论 ， 对 壬 驴 的 一 点 
下 含有 五 的 上 多 人 一 1 2 》 不 止 一 个 ， 设 BEB 人 BEG8 人 尖 
反 ), 则 {S50} 与 {S83} 所 决定 之 点 可 以 不 同 . 


第 二 章 习 题 
wl 证明 Puk8' 的 充 要 条 件 是 对 尾音 含 有 Pu 的 邻 笑 五 (P， 上 (不 一 定 以 
了 为 中 心 ) 中 ， 恒 有 蜡 子 Ps 的 点 Pi 属于 加 (事实 上 , 这 样 的 P 还 有 无 穷 多 
个 }， 和 而 Po&E 的 市 要 羔 件 则 是 有 含有 PP, 的 令 碟 UEP, {同样 ,不 一 - 定 以 本 
为 中 心 ) 存 在 ,全 VP 中 CE 
六 设 Rr 一 R' 是 全 体 实数 ,, 是 [0, 1] 上 的 余部 有 理 点 , 求 四,, 1. 
，/ 误 瑟 = 展 是 普通 的 z08 平面 ， 一 4(z， 六 | 十 六 < 来 表 
BR,, EB,. 
4。 设 了 + 一 R! 是 普通 的 X08 平面 ,号 是 娩 数 
,他 当 忆 2 
站 当 开 二 位 
多 图 形 上 的 点 所 作成 的 集合 , 求 可， 高 
5 在 形 巾 看 第 2 题 之 天， 已 ,也 ,各 是 由 哪些 点 构成 的 ， 


中 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 昧 建 印 闭 < 实 国 数 论 > 科学 出 版 社 , 1360 年 。 
人 


证 明 点 集 下 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 下 = 下， 

?证 明 开 集 减 训 集 后 的 美 集 仍 是 开 集 ; 闲 集 威 开 集 后 的 差 集 仍 是 站 集 . 

8./ 设 了 人 0 是 (一 00, co 上 的 实 值 过 续 隐 数 ， 则 对 十 任意 常数 一人 | 
于 的 全 时 是 一 开 蛙 ,而 吾 一 季 | 了 之 直 总 是 一 卫 集 . 

9， 证 明 每 个 闭 集 必 是 可 数 个 开 集 的 交集 ， 盘 个 开本 可 以 表示 成 可 数 个 
闭 集 的 和 集 , 

10。 证 明 用 上 进位 水 数 表 示 [0, 1 中 的 数 时 ， 共 用 丕 着 数字 7 的 一 切 数 
成 一 完备 集 . 

11。 证明 fr 为 fa 的 上 连续 函数 的 充分 必要 条 侍 忍 对 任意 实数 集 
F=fx|f(z) 守 cy 和 思 , 一 {z|f(z) 才 co} 都 是 闭 集 . 

12. 还 明 识 定理 5. 


5 


* FI * 


第 三 章 测 度 论 


测度 凶 念 在 R' 中 是 长 度 丢 念 的 推广 ， 在 Rr 中 是 面积 概念 的 
推广 , 而 且 可 以 越 出 Br" 在 抽象 空间 定义 测度 ， 测 订 论 不 只 是 近代 
积分 论 的 基础 , 在 其 它 数学 分 支 ( 便 如 泛 芍 分 析 , 概率 论 ) 里 也 有 广 
泛 的 应 用 ， 我 们 在 本 章 中 主要 介绍 勒 内 格 (Lebesgue) 测度 (简称 
工 测度 ), 工 测度 可 以 有 不 同 的 讲法 ， 例 如 可 以 先 建立 勒 贝 烙 积分 
理论 , 再 由 此 导出 工 测度 理论 , 还 有 泛 函 分 析 中 的 达 尼 尔 (Daniel) 
方法 等 ， 但 是 为 了 直观 性 , 也 为 了 更 好 地 联系 一 般 测 讼 理论 , 我 们 
先 介绍 约 当 调度 和 黎 曼 积分 ,外 测度 内 测度 等 概念 , 然后 采用 卡拉 
绒 屋 铎 利 (Carathkodory) 的 方法 在 点 集 论 基础 上 直接 定义 了 中 
Z 测度 , 表 把 工 积分 建立 在 工 测 度 基础 之 上 . 


§ 1， 约 当 (Jordan) 测 讼 


在 求 夯 积 .体积 问题 上 ,数学 分 析 比 客 等 几何 太太 前 进 了 一 步 . 
它 能 况 对 相当 广泛 的 一 类 平面 空间) 图形 定 义 并 计算 它 的 面积 
{体积 ), 例如 " 曲 弘 ”gy 一 了 7T)20(fCr) 是 在 La,b5] 上 歼 易 (Rieman) 
可 积 硝 数 ( 简 记 为 五 可 积 函 数 )) 下 的 * 曲 边 梯形 ”的 面积 妨 可 通过 
积分 米 定 关 : 
8=| Fr) 


又 如 对 于 更 一 般 的 平面 点 集 召 , 当 其 “特征 明 数 ” 
Pez, #) = 人 区 
lo, cDEB 
里 号 2Z 二 


名 


(站 可 积 时 ,如 的 面积 仿 可 通过 二 重 积 分 来 定义 : 
S=|| palz, 9) ey, 


其 中 下 为 包含 再 的 矩形 ， 所 有 这 种 能 洗 马 积分 定义 的 量度 面积 
也 好 , 体积 也 好 )， 确 切 些 说 ， 应 该 你 2 维 或 3 维 的 约 当 测度 ， 
可 以 不 依赖 于 积分 概念 而 在 点 集 论 的 基础 上 直接 加 以 定义 ， 而 且 
反 过 来 为 (RD) 积分 服务 ， 因 此 约 当 测度 可 以 说 是 8) 积分 的 几何 
基础. 为 了 更 好 地 理解 工 测度 本 身 及 其 历 中 背景 , 扼要 地 叙述 一 下 
约 当 测 度 的 大 意 是 值得 的 (为 了 不 分 散 对 工 测 度 的 注意 ,关于 约 当 
测度 的 基 些 证 骨 从简 )。 以 下 所 说 点 集 都 是 指 BR" 中 的 点 集 而 言 ， 

在 初等 几何 中 ， 圆 面积 定义 为 包含 图 的 外 切 多 边 形 的 而 和 与 
含 于 贺 内 的 内 接 多 边 形 的 面积 的 共同 确 界 〈 分 别 为 下 确 界 和 上 确 
界 )， 在 数学 分 析 中 , 曲 达 梯形 的 面积 ( 定 积分 ) 定 义 为 包含 曲 边 焕 
形 的 阶梯 形 面积 (大 和 ) 与 含 于 曲 边 梯形 内 的 阶 巾 形 面积 (小 和 ) 的 
共同 确 界 (大 和 的 下 确 办 与 小 和 的 上 确 界 )， 它 们 的 共同 想法 启发 
我 们 给 出 下 述 定义 : 

定义 1 设 五 为 一 有 内 点 集 . 对 于 每 一 组 镍 盖 刀 的 开 区 间 { 


i 二 1,2,…，s(s 是 任 一 自然 数 ), (7; 汪 5， 各 作出 它们 的 体积 总 
“ 于 一 上 
和 # = 之 ;| 并 (不同 的 区 间 组 一 般 有 不 同 的 &y， 所 有 这 些 上 显然 
f=l 


爸 成 一 个 下 方 有 界 的 数 集 ， 它 的 下 确 界 (由 吾 完 全 确定 ) 称 为 五 的 
约 当 外 测度 ， 记 为 (m*),, 即 


ep 
+=1 tel 
:为 任何 自然 数 }. 


* 宁 了 


定义 2 个 ” 设 召 为 一 有 界 点 集 , 对 于 每 一 组 含 于 吾 的 互 不 相交 


的 开 区 间 { 1 一 1 2, ,sfs 是 任 一 自然 数 )，L 上 六 C 吾 ,各 作出 它 


们 的 体积 总 利 »= 之 ， IT;|( 不 同 区 疗 组 一 般 有 不 同 的 ?)， 所 有 这 


i 二 1 


些 v 构 成 一 上 方 有 界 的 数 集 ， 它 的 上 确 界 (由 如 完全 确定 ) 称 为 百 
的 约 当 内 衬 度 3, 记 为 (in4);。 即 


opv-ap 赠 | U LCE, LN ,iD), 


天 为 开 区 闻 , s 为 任何 自 | 


不 难 证 明 : 对 上 述 定义 中 用 到 的 和» 总 有 ”所 4, 因此 总 有 
{mB mE) 

定义 3 误 五 为 有 界 点 案 , 如 果 (ms* 刀 ),= (ms 吾 )y， 则 称 百 为 

刀 的 约 当 测 底 , 记 为 (m 召 ),， 即 
CmE) = (ma B= (m*B). 

并 不 是 每 ~- 个 有 界 集 都 是 约 当 可 测 的 .例如 单位 区 间 中 全 体 
有 理 点 所 组 成 的 点 集 EB, 就 不 是 了 可 测 的 .事实 上 , 易 证 百 的 约 当 
外 测度 为 二 而 约 当 内 测度 为 0, 从 而 (m*8)j 关 (mn) 

下 面 将 约 当 测 度 表 成 再 积分 的 形式 . 


中 定 关 1 及 定 关 2 路 切 用 开 区 间 并 不 是 本 质 的 , 将 它们 换 成 闭 区 间或 举 开 半 闭 
区 间 均 无 不 可 , 叉 在 内 测度 定 儿 中 如 换 用 闭 区 间 时 原来 “不 相交 "的 条 件 可 换 成 无 公共 
内 点 ， 
二 五 的 约 当 内 铀 度 的 一 个 各 价 定 六 是 
Cm Er= 11| ~ tm* (I— Es 
这里 了 是 任何 包含 吾 的 医疗 . 
* S54 " 


设 吾 为 一 有 界 集 ,五 为 一 区 间 且 有 如 忆 ,定义 吾 的 特征 函数 
Pat P): 
1, 33 PEER, 
0, 当 PEE—E. 
用 平行 于 坐标 面 的 超 平面 将 玉 分 亨 为 有 限 个 小 区 间 无 ， 令 好 ;= 
Sup DP), ms = inf palP), 则 


PatP) =} 


Cm*B), = nf/ 0.11， Et EDS |) 
fi i 个 二 关内 
I 在 思 


TIN Ec fi 


人 Mt MD ") 
Fi 天 


于 叶 所 


=||escPYar. 


看 
(这 一 式 子 的 几何 意义 是 明显 的 ， 严 格 证 明 也 不 其 玲 , 但 需 费 
一 些 笔 量 , 这 里 从 简 )。 
同 理 


Gmy By | [pac Pdr. 
车 
从 而 8 为 J 可 测 等 价 于 wz(P) 站 及 上 歼 最 可 积 , 且 
(mB)s= {|v PYay. 
我 们 把 这 一 结果 叙述 为 : 


定理 1 有 界 点 集 吾 约 当 可 测 的 充 要 条 件 是 ps(P) 在 一 包含 
吾 的 区 间 天 上 (RR) 可 积 , 且 


Gmg)s= | [mec Pyar. 


定理 2 有 界 点 集 吾 是 了 可 测 的 充 要 末 件 是 :的 边界 38 是 


和 FT + 


一 个 了 外 测度 为 04 的 点 集 ( 这 时 5 当然 了 可 测 用 其 了 测度 也 为 
0), 即 (m*98), =0. 

证 明 ”由 定理 1, 有 界 点 集 刺 是 了 可 测 的 充 费 条 件 是 ps(P) 在 
一 包含 再 的 区 间 关 上 (8) 可 积 ， 而 用 可 积 的 充 要 条 件 知 , 对 于 任 给 
>0, 有 下 的 分 划 ， 使 全 oo， ie， 共 中 


一. 蚂 ,一 一 infPoef 一 supg eti;), 


3BC 1 7 

显然 ， Ui 
启 夺 也 
从 而 
《到 38) >, I | 一 之 :0 了 | 十 六 10. 1 + 之 I 
EA TiCE 人民 
rip fis 
= Dw il |e. 
训 
{m*aF) ,=0. 


容易 证 明 , 定理 所 述 条 体 筷 是 充分 的 . 

根据 定理 2， 或 直接 根据 定义 可 以 验证 : 任 一 及 间 的 了 可 测 
性 ;而 是 (m7 二 471. 

定理 3 设 44.8 为 7 可 测 集 , 则 4UB, 4 站 mB, 4 一 8B 都 是 /可 
测 集 (满足 这 一 性 质 的 集合 类 通常 称 为 集合 环 ). 

证 明 设 契 为 区 间 , 4. BCK, 因 4.8 均 J 可 测 ， 玖 wl(P)， 
PatP) 为 皇上 的 (有 可 积 国 数 , 从 而 qa(P) sat) 亦 为 上 的 (BR) 
PavantP}=paP)+ pa)— PalP) Pap), 
para P=waltP) pat Pp), 

pan P= PAP)— palP) -PatP), 
" 5 * 


小 aoafP) arnCP), Pa.s(P) 均 为 上 的 CR) 可 积 函 数 。 由 定 
理 1 知 4UB,4 站 mB, .1 一 卢 祁 丰 J 可 测 集 . 
定理 4 (可 加 性 ) 设 4,8 为 7 可 测 集 县 无 公共 内 点 ; 则 
(mA B)) = CmA) s+ (mB)y 
定量 的 真实 性 上 定型 1.3 立即 可 得 ， 


$2. 外 测 度 
由 了 可 测 集 及 其 测度 的 性质 易 知 : 任 春 有 限 多 个 了 可 测 集 妨 ， 
万 ,，…,， 万, 的 并 集 U 万 ; 仍 为 了 可 测 , 且 当 它们 互 不 相交 时 有 
Cm U Bi),= > Cm 但 对 于 一 列 了 可 测 集 { 瑟 ,来 递 , 一 般 就 
不 能 保证 并 条 [ 玉 , 的 可 测 性 ,即使 它 有 界 (例如 [0, 1 中 全 体 有 


理 点 , 六 然 繁 点 轿 本 可 漠 , 但 走 并 却 不 是 了 可 测 的 ), 因此 我 们 说 了 

测度 只 有 具有 有 限 可 如 性 , 出 于 了 测度 与 ( 如 ) 积 阁 的 密切 关系 ,7 测 

度 的 这 种 局 限 性 也 反映 到 58) 积分 上 上 求 . 我 们 知道 ，[m 站 上 任意 

有 限 多 个 (让 可 积 阔 数 27 CE), 了 (3) 的 和 仍 为 (BD 可 积 ,* 

目 
(2) = > (f(z) 


但 对 于 一 天 (ER) 可 积 国 数 {f:(z)) 米 涪 , 即使 沁 了 (xz) 有 界 ,一 般 仍 


不 能 保证 和 f(z) 的 (R) 可 积 性 . 因此 ， 为 了 克服 CR) 积分 的 这 种 


局 限 性 ， 大 们 自然 要 求 梯 J 测 诬 扩充 为 一 个 具有 可 数 可 加 性 的 神 
度 , 剖 就 是 设 诗 在 菜 一 集合 类 吕 和 上 定义 非 负 集合 函数 4, 这 集合 类 
ss 7 » 


对 于 作 可 数 并 ,. 作 交 . 及 作 差 的 运算 , 具有 封闭 性 ( 即 当 召 生 台 , 宇 一 
1, 2 … 时 U 二 :ED EN EE 0, DE), 而 且 当 将 互 不 入 
奖 时 ，,、 
pC 8)= Dua). 
i—} 

在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 这 种 扩充 是 可 能 的 .现在 她 且 假 定 它 

可 能 , 在 这 样 前 提 下, 让 我 们 来 分 析 一 下 , 看 # 吾 最 多 能 有 多 大 , 这 
再 是 名 中 任 一 集合 . 
首先 容易 看 到 : 当 4, BEB 县 4CB 时 ,总 有 LA 志 pBOD. 


其 次 , 设 17 是 任 一 列 覆 盖 如 的 开 区 间 : EC 【| 7 那么 ,由 上 


述 性 质 及 测度 的 可 数 可 加 性 易 知 p(B) 过 S1T@， 因 此 上 区 必 


不 可 能 大 于 所 有 这 种 和 数 的 下 确 界 , 即 


HB inf 三 
s=Ua 
全 事实 上 ,二 为 4 守 B, 从 而 =A4U1B 一 4A), 在 此 4 人 iB 一 4)== 攻 , 存 由 2 的 
可 加 性 ,得 HB=# 有 4 十 一 ,但 wt 百 一 吉 ) 守 0, 所 以 KA 过 HB 
二 素 实 上 ,由 于 五 为 YY 可 测 集 ,而 日 中 包含 六 可 测 人 丸 , 圾 JE 和 他 二 1123,…》 从 
me, 因此 有 ee 再 去 ec ze ,但 Ua DU AD) YU CUI 


i=1 i=1 


_、 Ur 这 时 各 被 加 项 如 于 人间 且 互 布 相交 , 改 
nt U Dphti tu UF, 


从 而 pA( Un<2 Ei 所 以 环 盏 之 :th 
=} 


icl 


这 样 我 们 就 得 到 了 4 如 的 一 个 上 上 界 . 在 此 虽然 假定 了 BE9, 但 上 
式 右边 显然 对 于 R" 中 任 - 一 点 集 均 有 意义 ， 这 就 导致 了 下 面 的 
定义 1 设 召 为 天 中 任 一 点 集 ， 对 于 每 一 列 黎 盖 加 的 开 区 


间 包 ， Uz 之 吾 , 作品 它 的 床 积 总 和 w= 1 1 可 以 等 于 十 ， 


丰 同 的 区 间 列 一 般 有 不 同 的 2 所 有 这 一 切 的 # 组 成 一 个 下 方 上 有 


re 


了“ 五 一 inf > FF 
直 Ui 加 

比较 一 下 J 外 测 认 有 和 工 外 测度 的 定义 ， 立 刻 发 现 它们 唯一 不 
辐 处 在 于 前 者 只 是 采用 了 有 限 多 个 开 区 间作 禾 盖 ， 而 后 者 趣 采用 
了 可 数 多 个 天 区 间作 覆盖 , 这 一 “量变 ”就 产生 了 深刻 的 质变”, 它 
在 下 面 要 讲 的 外 调度 性 质 (3) 中 将 表现 出 来 . 

利用 工 外 测度 的 概念 ,我 们 就 可 以 把 刚才 分 析 的 结果 叙述 成 : 

如 果 了 测 麻 可 以 扩充 成 某 一 集合 类 马上 定义 的 具有 可 数 可 加 
性 的 测度 ,那么 对 于 任 一 RER, 必然 有 4 百 委 人 + 五。 

外 测度 具有 以 下 三 条 基本 性 质 ; 

定理 1 (1) tm* 召 之 0, 当 召 为 空 焦 时 , 则 mn* 吾 = 

(2) 设 4CB, 则 zm*ASm*B; i 单 济 性 ) 


(3) m*( [] A < ma. (次 可 数 可 加 性 》 
ti=!l i-1 


Me 


怠 ” 它 出 可 以 是 有 限 序列 ,因为 某 些 天 也 可 以 兰 室 于 
名 ”这 里 的 数 可 以 是 十 co. 今后 我 们 把 十 和 一 吕 夺 作 广 计 实 数 ， 十 吕 比 王 何 有 
限 实数 都 大 , ~ 吕 比 寿 他 有 限 实数 都 小 ， 
申 人 才 


证 明 (1) 显然 成 立 . 


《2) 的 证 贡 : 谱 4C 乳 则 任 一 列 覆 益 互 的 开 区 间 人 1 一定 也 


是 缆 盖 了 4 的 ， 因 而 
m*A< BL, 
对 所 有 能 狗 盖 瑟 的 开 区 间 列 取 下 确 界 即 得 


EE 


m*A inf Si,|=m*B. 
9 ti 
Lri=s 
一 了 


《3) 的 证 明 : 件 给 s>0， 上 用 外 测度 定 六 ,对 每 个 二 都 应 有 一 到 


6 


开 区 间 {nls Tn,2, ey rms wy 个 顾 , 叶 {) Fans 二 


m=1 


之 lnm! mA 


ml 


( 因 m*4; 可 能 = 十 吕 , 故 用 “<2”)， 从 而 


SY d= DS mdy+ 2 
sd Dn 
于 三 J 


再 "四 一 1 R=1 ml 


= S11 mds| Se 


[i 
六 


上 J] [an |S mA te. 


i | mi-l1 nari 


Ei 
证 
A 
Cs 
A 
革 


和 


由 于 2 的 任意 性 , 如 得 
m*( U A Dm A | 


注意 , 性 质 (3) 吓 J 外 测度 所 不 具备 的 ， 并 注意 到 “可 数 覆 六 ” 
所 起 的 作用 . 

例 E 设 召 为 [0, 了 站 中 的 全 体 有 理 数 , 则 m* 记 二 0. 

事实 上 , 对 任 给 e 沁 0, 设 书 ={r7oT2) 令 


Ee 
t=(re 2 Ti | zt) 


让 | 了 | 
由 | 元 | 到 且 
BC [U 
i 
而 27 1= Dr=e, 
t-1l = 
mpinf > |Il, 
i=™l 
所 以 mE =0. 


例 2 对 于 区 癌 T 有 mw*T = | 了 | 
证 明 (1)》 说 了 为 闭 区 癌 
对 于 任 给 e>0, 存在 开 区 间 了 ,使 得 FTC 且 
[TI +e. 
由 外 宰 度 定名 之 | 了 十 &, 由 二 的 任意 性 , 改 有 
m*l<lil, 
现在 来 证 明 m*1 宇 11|， 对 于 本 给 :>0, 夺 在 一 到 开 区 站 (7,》 


使 IC[j TDi <m*T+e, 
让 于 tf-1 


由 有 限 覆 盖 定 坦 ， 在 17 中 存在 有 限 多 个 区 间 ， 不 姑 设 就 是 


和 格 半 和 


六 1s, "ny Ts, 使 得 i U 了 
因为 7= GN), 了 于 此 I 了 NT 为 区 间 , 由 初等 几何 易 知 
i=l1 


(T2211INT®D, 
i = 


讲 nn 六 
[TONT SOS | <m*I+e. 
i-t i™1 i-1 . 


由 于 e 的 任意 性 , 即 得 
?+ 了 | 了 了 |。 
于 是 mma*7 一 上， 
《2) 设 工 为 任意 区 间 , 作用 区 间 天 及 天 使 三 和 7 天 县 
1 站 一 se<1 了 < 去 | 六 | 十 e 
(Ts 可取 为 了 的 困 包 门 , 则 
li~-eli|=m mm = |1|<lilt+e 
由 于 >0 的 任意 性 , 即 得 
m*I=|7|. 


3. 可 测 集 
在 前 节 我 们 莹 假 定 J 测 度 可 扩充 成 其 有 可 数 可 加 性 的 测度 4 
‘定义 在 集合 类 上 )， 在 此 前 提 下 , 我 们 找到 了 # 加 的 一 个 上 界 ， 
那 就 是 召 的 外 测度 , 现在 再 来 求 上 召 的 一 个 下 界 , 这 里 吾 是 台中 任 
一 有 界 集 . 
设 工 为 任 一 包含 吾 的 开 区 间 : BCI, 那么 根据 4 的 可 埃 性 , 易 


辐 以 名 的 情形 为 例 : 在 了 中 延长 白 有 了 IN|1: 各 边 ,将 了 分 解 成 有 限 多 个 无 公共 
内 点 的 站 区 间 , 且 每 一 个 小 区 间 至 少 包含 在 基 一 个 If 中， 


. 02 曲 


知 下 吾 二 | 下 一 上 (一 次 ), 但 因 j(1 一 到 ) 扩 me*(1 一 避 ), 故 有 
nisl —m*(r 8). 

这 样 我 们 就 得 到 了 4 召 的 一 个 下 界 , 划 ] | 一 到 < 地 一 吾 )， 

在 此 虽然 假定 了 召 己 郧 , 但 1 一 和 + 一 而) 对 至 中 任何 有 界 
集 召 及 了 一 吾 显然 都 有 意义 ， 它 志 们 上 前 然 依赖 于 了 但 不 难 证 明 
它 和 了 的 选择 实质 上 基 无 关 的 (这 一 证 明 实际 上 包含 在 本 章 哇 录 ， 
可 测 集 两 个 定义 的 等 价 竹 的 证 明 中 )， 因 此 可 3 引入 下 面 的 概念 ， 

定义 设 吾 为 到 中 有 办 集 ,z 为 任 一 包含 吾 的 开 区 间 , 则 

[fi-—m*{(i.-. FE) 

称 为 吾 的 内 和 油 度 ; 记 为 mx 囊 . 

注意， 由 于 m* 并 二 1 及 外 测度 的 单调 性 和 次 可 加 性 总 丰 
mx 为 注 0 及 fr4 吾 所 机 * 下 这 样 一 来 ， 对 于 但 中 所 有 有 界 集 瑟 ， 汽 
们 又 掌握 了 它 的 一 个 下 界 m# 加 ， 因 此 ,对 于 吕 中 所 有 满足 
m+* 玉 二 mx 加 的 有 界 集 就 - - 定 有 

uBE=ms B=m*E, (1) 

不 要 忘记 , 直到 上 且 前 为 止 , 我 们 还 不 曾 证 明 上 上述 名 及 其 .上 定义 
的 调度 的 存在 , 我 们 的 任务 正 是 要 从 无 到 有 地 来 建立 这 种 油 度 ， 
但 是 以 上 的 分 析 至 少 说 明 一 件 重要 的 事实 ， 屠 就 是 : 对 于 RR” 中 所 
有 满 是 条 件 品 * 如 二 mz 耳 的 有 界 集 吾 , 如 果 能 给 它们 定义 一 个 可 列 
可 加 测度 上 且 对 了 可 名 集 闪 > 测度 狂人 等 于 天 测度, 那么 就 只 能 唯 
一 地 按 公 式 (1) 求 定 多 ， 它 给 我 们 提供 了 靛 忆 问题 的 线索 , 好 我 们 
可 以 从 上 述 的 那 类 有 界 集 出 发 , 来 确定 一 个 集合 类 如 ( 它 将 包含 一 
些 无 界 集 )D, 并 在 其 上 直接 定义 4 也 二 wm* 百 ,然后 来 检验 它 是 否 满 
是 要 求 ,下面 就 依 这 计划 来 进行 . 


中 对 于 一 个 无 界 集 二 ,EE 当 且 俊 当 二 与 任何 开 区 间 了 的 交 FN JS, 但 E09 
是 有 界 集 , 故 只 要 知道 了 中 中 所 有 的 有 界 集 , 则 各 中 所 有 的 无 界 集 也 知道 了 . 
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定 芯 2 设 吾 为 天 中 有 界 集 , 如 果 和 + 再 = mx 加, 则 和 加 是 工 
可 调 的 ， 又 设 吾 是 BR" 中 的 无 界 集 , 如 果 对 任何 开 区 间 了， 有 界 集 
吾 门 7 都 是 三 可 测 的 , 则 称 吾 是 工 可 测 的 ， 对 于 地 可 副 集 吾 ， 不 管 
它 有 界 或 无 界 一 律 称 mm*EE 为 它 的 工 油 度 , 简 记 为 到 百 - 工 可 测 集 
有 时 也 简称 可 测 集 . 

以 上 是 勒 册 烙 原 来 下 的 定义 . 

由 于 定 父 中 有 界 集 与 无 界 集 受到 不 同 节 对 待 ， 而 且 同 时 出 现 
内 外 两 种 测度 , 使 用 起 求 很 不 方便 , 所 以 我 们 还 希望 石 一 个 形式 上 
比较 简洁 的 等 价 定义 ， 

下 面 这 个 等 价 定 多 是 由 卡拉 皆 属 铎 利 给 出 的 ， 

定义 3 设 吾 为 名 中 的 点 集 , 如 果 对 任 一 点 集 卫 都 有 

m=m TNE) mTNCE), 

则 称 加 是 工 可 宰 的 ， 这 时 如 的 荆 外 漳 度 m* 名 即 称 为 玉 的 荆 调 谋 ， 
记 为 m 吾 , 

这 个 定义 疫 有 前 述 定 名 的 扇 点 ， 固 此 我 们 以 后 就 取 它 作为 集 
全 如 可 袖 的 正式 定 光 .定义 2 与 定义 3 等 价 性 的 证 明 见 本 章 
附录 . 

以 下 司 根 据 定 艾 3 来 推导 工 测 度 的 性 质 ， 包 括 验证 亡 确 实 满 
是 我 们 的 要 求 . 

定理 1 集合 豆 可 测 的 充 杰 条件 是 对 于 任意 4CE,，BCCE, 
总 有 

m*(AUB)- m*A+m*B. 
证 明 必要 性 : 取 T=4UB, 则 YN 门 B 一 4,TNOB=B, 所 以 
m*CALB)=mtT =m*(TN EE) mt(TNCRY 
= mm*B, 

充分 性 : 对 寸 任意 T, 令 4=-=TB, B=TNCE, 则 4CE, BC 
UE, 且 4U 吾 一 了, 因此 
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m*T= mt A B=—=m* A m*B 
=mTNE} Tm 人 NCE), 
定理 2 SS 可 测 的 充 要 条 谷 是 CS 可 测 ， 
证 明 ”事实 下, 对 于 任意 的 了 
mT =m NA) -mT NCN) 
=m* TNOOOS) im TN OS)Y., 
定理 3 设 Suss 都 可 测 , 则 SU Ss 也 可 测 ， 并 且 当 呈 站 9 
三 名 时 , 对 于 任意 集合 了 总 有 
mETN CS US :=m TNS +m TNS,). 
证 明 ”首先 证 明 号 USa 的 可 测 性 , 即 要 证 对 任何 了 有 
mem TN SU Sm TNCH Us). {1) 
事实 上 , 因 8 可 测 , 歼 对 任何 全 有 
m*T=m(TN ES) 二 ms 站 CS 《2) 
又 因为 S; 可 泣 , 故 右 边 第 二 项 可 写成 
mTNCSD)=m[LTNCSYI NS I+ mTNCS INCS,), 
代 人 (2 得 
| 
+m*[ TNOSYINCS:]. 《3》 
由 犹 英 更 公式 ，(8) 右边 第 三 项 可 写 为 m*[TNCOCS, US,)]， 
又 因 5 可 宰 , 且 了 从 C5 (TNCS0) 人 53CCSI， 故 由 定理 1， 
《3) 式 右边 第 一 、 二 两 项 可 合并 为 
mTNSDFmLTNCS) NS = mTN CU (OS NS.)] 
=2m*[T NN C5 U.S,)], 
所 以 最 后 得 (1) 式 : 
mT=m [全 门人 US 十 到 < 全 闪避 CS Us.)]. 
其 次 当 呈 站 8:= 记 有 时 ， 因 且 可 测 , 且 了 站 BC3 TN 5 
CS 故 由 定 埋 工 有 


调配 和 


m* [TNCU SD) =mTNS) Tm TN 5). 
推论 1 设 3.(i=1,2,…, 92) 都 可 测 , 则 U 5S; 也 可 测 ， 并 且 
当 S 站 SS 一 如 (i 关 办 时 , 对 于 任意 集合 了 总 有 
mnt s) = Dm Ns). 


定理 4 设 8,, 5S; 都 可 测 , 则 S, 站 Ss 也 可 测 . 

证 明 因 有 S17158,=0LCC51 站 3)]=0OLOS,U CSs], 玲 应 用 
定理 2 与 定理 3 即 得 ， 

推论 2 设 5， (=1L2…z 都 可 测 , 则 门 S, 也 可 测 ， 

定理 5 设 9,.S: 都 可 测 , 则 3, 一 3。 也 可 测 . 

证 明 因为 8, 一 S52 二 人 5, 站 C5z, 故 应 用 定理 2 与 定理 4 即 得 ， 


定理 6 设 (5;) 是 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 ， 则 【| 5, 也 是 可 
测 集 , 且 加 
ms:)= Syms, (1) 
证 明 首先 证 明 [j 8: 的 可 油性 ,由 由 推论 二 对 任何 
U8 可 油 , 于 对 于 任意 总 有 
oe) 
> elo fee (Da 


〈 外 测度 性 质 (27 
a 本 疗 量 


= S57 mTN 8) tm ‘TnotUs 中 


1=1 =] 


(推论 1) 
令 a->co 得 
m7> EmrNs) tm [TNC( U8:)| (2) 
入 i 
由 于 外 测度 性 质 (3), 故人 


m*T22m* [TN U S)J+m*[TNC U 80)] 
另 一 方面 由 于 
z=crndU sy UNnocl 5S.)), 
又 有 加 
m*Tm* (PN ( U 5.)) Fm*(TNCC U SiD))， 
因此 和 和 
下 一 mn CU 5)+ 抽 “NC CU 5)). 


i=l 


这 就 证 明了 U 5; 的 可 测 性 . 


一 ] 


在 (2) 式 中 , 令 了 T= U Si 这 时 由 于 ( U 5S) 人 Si 一 5 便 得 


"(UD SO> Ens 


另 一 方面 由 外 测度 性 质 (3) 有 
mt U SI Tm 
下 (1) 趟 成 立 ， 站 
推论 3 设 (3 是 一 列 可 测 集合 ， 则 U S; 也 是 可 测 集合 . 


s 7 二 


证 明 因 U 加 : 可 表示 为 被 加 项 瑟 不 相交 的 和 : 
i=1 


山 SC= SU — SU NS.— {tS US U 


1 
L841— (S81U 82U SIU 

故 应 用 定理 3,5.6 即 得 . 

让 定理 3.4.5.6 及 推论 1.2,3 便 知 ， 开 可 测 集 对 于 作 可 数 和 
及 作 交 ， 作 差 的 运算 是 封闭 的 ， 淡 足 这 一 性 质 的 集 交 通常 称 为 9 
集合 环 ， 定 理 6 的 公式 (1) 更 告诉 我 们 荆 测 度 是 具有 可 数 可 加 性 
的 测度 。 

定理 7 设 {3} 是 一 列 可 测 集 合 ， 则 人 5; 也 是 可 测 集合 . 


证 明 因 有 CTfiS:= (C8,), 应 用 定理 2 与 推论 3 即 得 。 


定理 8 设 {5;} 是 一 列 递 增 的 可 测 集 合 : 
SICHCmCH CG, 


令 5= [| 5;=limS,, 则 
=1 Loi 


mS 二 limmS,, 
Er ses 


证 明 固有 

S=SU(S— SVU — SOU US SU 
其 中 各 被 加 项 都 可 测 且 互 不 相 奖 , 套 应 用 定理 6 公式 (1), 基 得 ( 令 
So= 2) | 


(5)= Dm(s, 一 心间 = lim 人 TS 一 8 1) 
4 1 TP 


一 lim mf [} 08, 一 3] =limmSw 


=1 


本 中 


定理 9 设 {Si} 是 一 到 递 降 的 可 测 集 合 ; 
SOSD ONS, 


令 5= 门 8=lim8。 则 当 mSi<ce 时 


让 一 下 


mS limmS ne 


证 明 ”由 于 8 可 测 , 由 定理 7 知 驴 可 测 ， 了 又 因 S, 遵 降 , 从 而 
{CaSat 递 入 , 故 由 定 媳 8 有 


lim mf[Cs, 8a]=m[ (Cs,S:]= mCs,S. 
于 i=1 


因 mSi<co, 有 人 
TA m8) lim m8) * - 


因 CBS Us,= Si, 
MS] — Ba) mi mo, 
有 (HH) = limm(d Sa) =m limmSn, 
由 于 mS — SS)=m8i,— m5, 
故 mS = limmSn. 
be de 


注意 , 定理 9 中 mSi<co 的 条 件 是 重要 的 ,下面 是 一 反例 . 
设 Ss= (4 十 00) (= 2) 显然 5 DSS= 门人 


co) 一 台所 以 高 全 =0， 


而 mi, 二 hn 十 上 一 co 
故 limm8 = FAO= mS 


§4 可 测 集 ( 续 ) 
在 前 一 节 中 , 我 们 定义 了 什么 叫 可 测 集 合 , 并 且 讨论 了 可 测 集 


» 全 捍 


各 的 . 些 性 质 , 但 是 在 ，: 般 常 见 的 集合 中 有 哪些 是 可 测 的 呢 ? 我 们 
现在 来 回答 这 个 辐 题 ， 
定理 1 (1) 凡 外 测度 为 零 之 集 攻 可 测 , 称 为 零 测度 集 . 
《2) 截 测 度 集 之 任何 子 集 仍 为 零 测 度 集 . 
(3) 有 限 个 或 可 数 个 零 测 度 集 之 和 第 仍 为 零 测 
度 集 . 
证 明 贸 给 记者 . 
定理 2 区 向 去 本 论 开 ，、， 半 或 半 开 半 六 区 间 ) 都 是 可 测 集 合 ， 
且 mm = | 7. 
证 明 ” 设 1 罗 异 于 区 间 了 的 任 一 开 区 间 , 易 知 . 
[| =m ND) Fm TN Cn). 
事实 上 ,在 妹 中 显然 ,在 户 中 由 于 了 oN/ 为 代 间 ， 歼 站 CI 
可 以 分 解 成 至 多 四 个 互 不 相交 的 区 间 J,i=1, 2, 3,4 从 而 可 证 


1 oNOD SE FN, 因此 


me ND + mC Eo|, 
另 一 方面 , 反 向 不 黎 式 总 成 立 , 于 是 
m* LN) +m NC) = |, 
B" 情形 仿 此 . 
今 设 全 为 任意 集合 , 则 对 于 生 何 *>0 有 一 列 开 区 问 {7;}， 使 


TDi 县 mtT+e, 但 由 于 
i=l 一 了 


rnzcUcnnpyznorcUduncnD， 
i=1 i=i 


4 


故 mt (TN DE SIT ND, mTNCDE Smt (NCD, 


i=4 


从 而 


7 全 | 


PND Lm TNODE ED mLND 4 SmtdNCD 
= DILm* CN TD) + mt (LN C7)] 


3 | | 和 加 人 十 8 
i=1 
由 于 的 任意 性 , 即 得 
mTND Tm TN OGD mT, 
黄 一 方面 ; 显然 有 
mTND FE mTN OD mT, 
改 
m*(TND 十 may( 站 CT = nk。 
这 说 明了 满足 定 尺 3 的 卡 氏 条 件 , 从 而 了 可 测 . 
至 于 
mi=|7| 
是 因为 $2 之 例 2 m*1= |I1. 

定理 3 凡 开 集 . 闭 集 此 可 测 、 

证 明 这 是 因为 仔 休 非 空 开 集 可 表示 为 可 数 多 个 互 不 相交 的 
左 开 右 闭 区 间 之 并 (在 如 则 可 表示 为 有 限 个 或 可 数 和 多 个 开 区 间 之 
并 , 其 中 可 包含 无 界 的 区 间 ), 而 区 闻 是 可 测 的 ， 开 集 既 可 测 , 出 阳 
集 作 为 开 集 之 余 集 自然 也 可 测 (8 3 定理 2). 

定理 4 几 J 可 测 集 皆 工 可 测 , 且 两 种 测度 之 信 租 同 . 

证 明 设 襄 为 J 可 油 , 由 J 外 测 论 与 工 外 测度 的 定 尽 (后 者 采 
用 了 更 名 的 覆盖 ) 显 然 有 

m* Bm* Ey. 
另 一 方面 ,由 于 
pz(P)=1-pr-sCP)，||wz(PDar=11- 人 | stP)ar， 
Ff 


ss is 


故 知 
(人 
再 由 可 测 集 的 定义 1 可 知 
maB= -me -EY). 
页 又 有 (mB) Sm E, 
即 我 们 有 关系 : 
CBEm Eem Em EB). 
所 以 当 五 为 J 可 测 时 , 它 同 时 也 为 工 可 测 , 而 且 两 种 帘 度 相 狠 ; 
mE= (mE). 
这 定理 告诉 我 们 工 油 度 确 实 古 了 测度 的 扩充 . 
定义 1 设 集合 可 表 为 一 询 开 集 {G,1 之 交集 ; 


= 站 Gi 
#=1 
则 G 称 为 G, 型 集 . 
设 和 集合 五 可 表 为 一 列 闭 集 { 2 之 和 集 : 
F= Uy F,, 
则 五 称 为 型 集 . 


定义 2 凡 属 可 以 从 开 集 出 发 ， 用 取 余 集 ， 取 有 限 个 或 可 数 
个 集合 的 并 集 或 交集 等 手续 不 超过 可 数 多 次 而 得 的 集合 ， 统 称 为 


波 震 耳 (Borel) 集 或 流质 耳 可 其 集 . 
好 然 8 型 集 及 ,型 集 都 是 波 年 征集 . 
定理 5 丹波 雷 耳 集 都 是 工 可 测 集 ., 
证 明 显然 


要 据 波 曙 耳 集 的 定义 ， 滤 雷 耳 集 全 体 已 构成 一 个 环 . 但 是 
可 以 还 明 ， 并 非 每 个 乙 可 测 集 都 是 波 雷 耳 集 ， 那 冬 世 可 测 集 全 类 


中 除了 恋 雷 耳 集 之 外 , 究竟 还 包含 一 些 怎 样 的 集合 呢 ? 


定理 6 设 有 是 任 一 可 测 集 , 则 一 定 存 在 9, 型 集 9 ,使 9 二 万 ， 
mG—E)=0. 

证 明 《1) 先 证 : 对 十 任意 2 守 0， 存 在 开 集 G, 使 4 坟 E,， 且 
mG— BE)<e. 
为 此 , 先 设 m 百 oo, 则 由 测度 定义 , 有 一 列 开 区 但 {7i), 1 二 1， 
2， “ey 使 . 


UrioR, HDII<mB+e. 
i=1 i=1 


令 G= [了 ,期 @ 为 开 集 ,G4 汪 B, 卫 
让 一 工 


mESmGE > ml= S| <mE+-e. 
i=1 


i=1 


国 此 ,mG 一 各 百 <e( 这 时 出 到 吕 百 < 之 50), 只 而 mLG 一 盏 ?< 
其 次 , 设 mw 晤 二 00, 这 时 串 必 为 无 界 集 , 但 它 总 可 表示 成 可 数 多 


个 下 不 相交 的 有 界 可 测 集 的 和 : 盏 -- | 五 (mm 之 00)， 对 鳃 个 
n=1 


如 ,应 用 上 闸 结 暴 , 可 找到 开 集 0 二 如 ,使 m(G 一 上 ,)< 才 . 


仿 六 二 (Lj Ge。 出台 为 开 集 ， OE,E 


Gg= (6 UU Bc 
着 二 上 


i™l 


{0 — BB;), 
了 


如 一 


mG ED mG BB)<e, 


n=1 


(2) 依次 取 2, 一 二 ， n=1, 2 *…， 由 证 明 中 的 (1) 存在 开 集 


G, 二 BE， 合 mw(G, 一 电 ) 之 二 ， 


令 G= 站 6G 则 G 为 G4 型 入 ,9 机 且 
次 一 1 


m(O— EY<m(0,.—E) < 过 ， R= 1, 2 oe 


故 m(G— EB)—0. 

.定理 7 设 召 是 任 一 可 测 集 , 则 一 定 存在 下, 型 集 玉 使 FC 
Em BF)-0. 

证 明 因 吕 召 也 可 测 由 定理 6 存在 G, 型 集 GDDCE， 使 
m(G— COE)—0. 

令 卫 二 08, 则 五 为 本 型 集 , FCEH, 且 

mB)=mG— 0B)=0. 

上 面 两 个 定理 告诉 我 他 ;只 要 有 了 全 部 @ 型 党 (或 下 型 集 ) 
(它们 只 是 波 肖 耳 集 合 类 的 一 部 分 ) 和 全 部 工 零 测度 , 集 那 么 , 一 切 
工 可 济 集 都 可 以 获得 .它们 一 律 可 表示 成 吾 =G 一 入 或 8=FU 
入 的 形式 ,其 中 如 是 G6 型 集 ,了 是 下 型 集 ,而 入 是 零 测 度 集 . 

基 后 , 我 们 提出 一 个 问题 :是 否 每 一 个 集合 都 是 荆 可 测 昵 ? 不 
是 的 ! 我 们 在 下 一 节 中 专门 讨论 这 个 问题 ， 


$5 不 可 测 和 集 

在 本 节 中 我 们 仅 对 直线 上 每 个 集 是 否 都 大 瑟 可 测 集 作出 回 
答 ， 下 面 我 们 要 作 一 个 不 是 五 可 删 的 一 个 集 . 注意 构造 这 样 的 集 
不 是 很 容易 的 ， 因 为 我 们 构造 集 遂 常 都 是 从 区 疗 出 发 经 过 一 系列 
并 , 充 , 凑 等 运算 来 获得 , 而 这 样 的 集 都 是 波 雷 耳 集 , 当然 总 是 三 可 
调 的 ， 下 面 我 们 先 讲 坦 风格 测度 的 平 称 不 变性 ， 然 后 利用 这 种 平 
移 不 变性 来 构造 一 个 了 不 可 训 集 . 

对 于 任何 一 个 实数 % 作 BR 王 展 的 映照 7.: zz 十 Ga， 它 是 直 
线 上 的 一 个 平移 . 一 个 集 吾 忆 ,经 过 珀 移 c 后 所 得 的 集 记 为 zr. 百 
» FI4 


=={z ialze 万 }、 现 在 我 们 讨论 在 平移 变换 下 , 集 的 测度 有 什么 变 
化 .显然 当 互 为 区 间 时 , ts 亦 为 区 疗 ,而 县 mB 二 m(Ts). 

定理 ”对 任何 集 媚 C 尼 , 具有 mx (加) = ms*(rsB)， 且 当 思 为 
二 可 测 时 , +, 五 也 为 上 可 测 的 . 

证 明 ”四 对 任何 一 列 开 区 间 {73， 吾 C |] 了， 同时 就 有 tT 


i=1 


亦 为 开 区 间 , 以 及 ze 五 < (rs), 所 以 


m" B=inf{ 5 VA Ulm 8). 
f=1 i=] 
但 zx 如 再 平移 r-。 后 就 起 高 ,所 以 (To 加) 之 m*B， 这 样 就 得 到 
mE=m*treB)., 
好 果 豆 为 工 可 镁 , 那 末 对 于 任 俩 了 了 CCR 成 立 
m*T—m TNE) -mT NOE). 
由 于 zBE)=zTNrE, TTNOE)=7 TN tOE, 因此 有 从 下 
式 得 到 
mT) -mr Tr Bt mr TN rE), 
而 上 式 中 tT 了 是 仔 意 集 ,因此 为 工 可 测 . 
定理 说 明 , 集 五 局 如 经 过 平移 后 , 它 的 外 测度 不 变 , 而 工 可 测 
集 经 过 平移 后 仍 为 工 可 蛮 集 (当然 它 的 油 度 也 不 变 )， 这 个 竹 质 称 
为 勒 由 格 测 谋 的 平移 不 变性 
用 类 似 的 方 车 还 可 以 证 遇 勒 贝 格 测 度 的 反射 不 变性 , 就 是 说 ， 
如 果 记 了 是 兵 六 可 的 如 下 映照 
TX TH={— |rER), 
那 未 对 寿 何 BC ,mE 一 m(rE)。 我 们 不 再 详 述 。 
下 而 我 们 利用 测度 的 平移 不 变性 作 一 个 不 可 测 集 . 
我 们 的 想法 是 这 样 的 ; 在 直线 上 造 一 个 集 多 ， 要 求 对 于 2, 可 
» F754 


取 这 样 的 一 到 数 ?.， ro, rm …， 使 得 各 经 平移 rr 后 得 到 的 集 
Bi Tr 有 下 面 的 性 质 ; 


1 [jz; 包含 一 个 区 问 ( 例 如 [| 2Z. 必 [0, 1]); 
如 二 1 R=1 
2” {gj 是 一 别 互 不 相交 的 集 ， 而 卫 | Zs 是 有 界 集 (例如 
U Zc[—1,2D). 


如 果 名 具有 这 样 两 条 性 质 ， 玉 末 Z 就 一定 不 是 荆 可 测 倘 ， 因 
为 如 果 多 是 可 测 的 , 那么 2 也 是 可 训 的 , 而 凸 tw 名 s 二 m2Z， 由 于 多， 
是 栈 两 不 相交 的 , 所 以 


ml Us)= mg, Smz (1) 
又 因为 U Zu 是 有 界 集 , 并且 它 包含 一 个 长 度 不 为 零 的 区 闻 ， 因 上 疆 


由 测度 的 单调 性 可 知 


0<x<nf LU) zs8<1 eco， 
灿 = 工 一 


从 这 个 式 子 及 (17 式 , 就 发 现 m2 必须 车 于 者 又 必须 大 于 零 ， 这 个 
政 盾 说 明 名 是 不 可 出 集 . 

现在 我 们 具体 地 构造 这 样 的 全 2.. 

将 [0, 门 中 的 所 有 数 依 下 庄 分 类 : 两 数 &，9 当 且 仪 当 & 一 7 是 
有 理 数 时 ,了 称 二 与 ?属于 问 一 类 . 设 引 [0, 了 ,将 [0, 志 中 有 基 有 形式 
二 rtr 表示 有 理 数 ) 的 点 全 体 归 为 一 类 五 (5)， 这 样 ， 对 于 一 个 
有 一 燃 吾 { 与 之 对 应 , 且 SEB(S)， 集 至 (如 不 同 于 至 ( 四 时 ， 称 
司 (E) 与 召 (?) 是 不 问 的 类 ,应当 注意 的 是 , 当 5 闫 77 时 可 能 EF(£) = 
如 (9?)。， 可 以 证 明 不 站 的 两 类 (8) 和 二 人) 是 不 相交 的 : 因为 如 时 
FO +* 


杏 { 有 在 吾 (人 天安 ， 则 必 有 LEBCE) 站 BON)， 因 而 6 十 ?4, 世 二 
?一 rw 其 中 rr, 都 是 有 理 数 ， 故 得 =§? 一 ?7,， 现 在 假定 坛 
再 人 六 则 由 二 一 了 十 ?= 一 条 十 得 研 吾 个 )， 肝 而 瑟 (7) 己 
必 (E)， 同 理 可 特 (CE)CEG)， 因 此 8(8)= 二 (nD) 此 与 () 
与 (是 个 同 的 项 类 之 假设 六 盾 . 

这 样 一 来 ， 就 把 [0, 1 区间 分 解 成 一 族 两 两 不 交 的 集 的 并 和 灌 . 
我 们 在 每 类 ( 集 ) 中 取 一 个 代表 数组 成 一 个 集 30( 当 吾 (E) 一 吾 人 7) 
时, 尽管 点 可 以 不 黎 开 9 但 这 是 同一 类 ， 我 们 只 取 这 类 中 的 一 个 
代表 数 }， 换 各 话说 ， 对 任何 5E[9，1]， 吾 (N12 是 一 个 单元 

接着 我 们 拒 [ 一 1, 让 中 的 爹 体 有 理 数 排 成 一 到 7，T2，r3,…， 
并 记 Zz 二 rt,, 名 。 我 们 证 明 这 样 作 唱 的 Z; 确实 具有 前 面 说 的 性 质 
1° 和 2", 

1” ”对 于 任何 £5[0,13, 玉 (5) 门 乡 是 单元 素 集 , 设 为 {1}, 9E 
加。 因此 # 一 9 是 有 理 数 , 由 于 ,9 都 在 [0, 了 D0 中, 所 以 8 一 n&[ 一 1， 
了 ,因此 二 一 ?9 是 ru rara 中 的 某 一 个 , 设 5 一 9 二 ?341 可见 EEF 


:gw 。 这 样 我 们 战 证 明了 任何 旋 [0, 1] 必 在 及 中 ， 即 [0, 1 
m=1 


3” 名, 这 一 列 集 是 两 两 不 相交 的 ， 因 为 如 果 存 在 两 个 不 同 
的 上 自然数 了 及 中 ,使 Za 2 ， 那 末 二 一 rn，E 一 和 都 局 于 台 但 
这 两 个 数 属于 同一 类 , 日 因 二 2 必定 ” 寺 fr， 所 以 吉 一 证 与 二 一 ra 
是 不 同 的 数 , 但 由 多 的 作法 它 与 每 个 类 的 交集 只 有 一 个 元 , 这 就 产 
生 了 并 大 这样 还 明了 {22} 这 一 列 集 是 互 不 相交 的 。 荔 外 由 名 己 


Fo, 1], raE[ 一 4 1 即 知 Zs 忆 [ 一 J,2], 所 以 [ZC[ 一 1,2]. 
[9 


nn Pn 


由 性 质 1、2* 可 知 , 各 确 是 不 可 测 集 . 

注意 , 如 果 我 们 不 是 从 半 区 间 [0, 了 有 发， 而 是 从 任何 一 个 具 
有 焉 测度 的 集 吾 出 发 ,施行 同样 的 手续 , 姥 末 就 知道 吾 中 存在 不 可 
视 的 子 集 Z， 周 此 , 凡 有 具有 正 测度 的 集 含 右 不 本 测 的 子 集 . 

至 此 ,读者 可 能 会 闻 ， 药 然 在 直线 上 还 存在 勒 风格 不 可 测 集 ， 
我 们 龙 否 给 出 另 一 种 测度 ; 使 得 对 于 品 中 的 任何 子 集 都 有 测度 可 
言 , 县 任 何 子 集 痢 可 铀 ? 管 案 是 否定 的 . 现 已 证 明 , 在 五 上 不 可 能 
存在 满足 以 下 条 件 的 测度 

1” 任 何 子 集 都 如 济 ; 

2”[9, 匡 的 测度 是 1, 即 测度 具有 正则 性 

3” 具 有 可 数 可 加 性 ; 

4” 宰 度 对 运动 不 变 , 即 4 和 BB 全 竺 , 则 撮 各 旦 有 相同 的 测度 . 

在 BE"a>>1) 上 也 不 存在 这 样 的 测度 . 

因此 , 要 找 一 个 任何 子 集 都 可 桐 的 可 数 可 加 珊 度 是 办 不 到 的 . 
然而 如 果 退 一 步 ， 只 要 有 有限 可 如， 那么 站 Bl! 和 司 存在 着 巴 拿 赫 
‘Banach) 测 度 , 使 得 任何 子 集 都 可 测 ， 这 就 是 1923 年 Banach 证 
明 的 定理 ; 

在 肾 和 局 上 ,存在 着 正则 的 ,有 限 可 加 的 、 对 运动 不 变 的 测 
度 ， 使 得 任何 子 集约 可 测 . 

附录 ”可 测 集 两 个 定义 等 价 性 的 证 明 

设 吾 依 定义 3 可 测 ， 则 当 召 为 有 界 集 时 ， 只 须 取 了 为 包含 吾 
的 开 区 闻 , 当 吾 为 无 界 集 时 , 上 只 须 取 叫 为 任 一 开 区 间 ， 则 知 吾 依 定 
又 2 如 测 . 

设 召 依 定 浆 2 可 测 . 

1) 我 们 光 证 明 这 时 对 任何 开 区 间 五 ,有 

io =m CN BE) mT NCE). 
为 此 , 又 只 须 处 理 召 为 有 内 的 情况 { 因 为 车 吾 无 界 ， 可 以 化 为 可 数 
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个 有 界 集 B; 之 并 , = 【E80). 设 ms 吾 = w+ 如 即 存在 区 间 7 一 可 
本 天 1 了 
mp mt(I—£)=|1|. (1) 
我 们 的 伍 务 是 在 图 3. 1 的 标记 下 | 
来 证 明 下 面 等 式 ; | 
[ol =m*A 二 mBUF)., 
CA=ITN BE, BUF=I0N CEY, 
由 于 部 依 定 又 3 可 褐 ($ 4 定 
理 2), 对 全 一 有 图 3.1 
m*Ai m* =m AUT)Y (2) 
{其 中 4= 了 NT 人 =ChNT, HAUT=T,=E), 
同 理 , 对 Ts 一 1 一 8, 有 | 
m*B- m=m (BUD) (3) 
《其 中 B= 人 NT D=Cn0NTs, 有 BUD=Ts=7 了 7 一). (2), (3) 两 
式 相 加 得 ; 
m*A+m*B+m* +mD=nmCAUT) mB DN) 
= 二 Eh), 


页 由 式 (1) 有 。 
m* A mtB+i+m* TT +m*D= |7|, (4) 
男 一 方面 ,显然 有 
mAUB)+m* CT UDY= |I|, (5) 
由 式 (4) 与 式 (5) 得 : 
mAim*B=- mA BY dm YD Lm Tm*D] 


mA By. 
由 于 加 *4 二 90*B 宇 me*tA4UBB) 总 是 成 立 , 故 得 
md-i mB=m UB), 
nF 


两 边 相 加 (= 一 AUB)= To 人 10)=7on C7), 笠 
m*At mBtmr =m(AUB) + ma*r, (6) 
测 mCAUB)+m*F= mMND Tm NO) = m= 1 
(因为 工 依 定 羡 3 可 袖 ). 
又 mB 二 mm* 了 一 mm* (CBUF)( 因 本 依 定 半 3 可 测 , 今 二 BUF 
;如 得 此 式 ). 
雁 而 (6) 式 左 端 = 二 m*4m*(BUF)， 歼 所 要 证 的 和 式 : 
[io|=m (NB) mTN CB) 
成 立 . 
2) 至 此 可 以 完全 搬 用 好 4 定理 2 的 证 法 (内 须 以 BZ 代替 那里 
的 工 ) 来 证 明 : 对 仔 意 下 有 
mT mTN EB) tm TNCE). 证 毕 . 


第 三 童 ” 习 题 

1， 证 明 若 鳌 有 界 , 刚 次 * 瑟 <- 寺 oo， 

2. 证 明 可 数 点 集 的 外 泗 度 为 零 ， 

3， 民 百 是 直线 上 -有 界 集 从 ,28* 玫 二 D0 则 对 任意 小 于 和 * 二 的 正 数 e ,而 
有 五 的 子 集 EE ,使 和 五; 一 二 

4， 设 58152 …, 怀古 一 些 瑟 不 相当 的 可 油 集 合 , ;CCS 二], 2, "nn 
EE 

m* Bl) Bol} UU BE) =m* Ei mh Be 

5， 直 mr*+ 瑟 一 0， 则 吾 可 测 ， 

6， 证 明康 托 录 kantor)y 集 人 台 的 测度 为 零 . 

7 证 明基 五 可 潮 , 则 对 于 任意 so , 恒 有 于 集 妇 及 全 代 太 ， 使 PCB 
人 ,而 mG EB), mB F) <e. 

8. 设 CRs, 在 在 两 列 可 测 掠 {4,), 4Ba7, 使得 4,CBCCB,, Hm(B, 一 
A >0 (nyec). 则 严 可 测 . 

9， 诈 盟 直 线 上 雇 有 可 测 集 合作 成 的 类 这 的 基数 等 于 直线 上 的 所 有 集合 
类 前 基数 . 
+» B80 +* 


第 四 章 可 测 函 数 


§ 1， 可 测 函 数 及 其 性 质 


由 于 建立 积分 的 需要 ， 我 们 在 本 这 市 专门 讨论 一 类 重要 的 函 
数 一 一 可 测 锁 数 . 它 也 是 从 测度 观点 来 研究 函数 时 所 必然 要 考虑 
的 一 类 冰 数 . 它 一 方面 和 大 家 熟悉 的 连续 银 数 有 密切 的 联系 ， 另 
一 方面 又 在 应 用 上 和 理论 上 成 为 是 够 广泛 的 一 个 欧 数 类 ， 

这 里 特 屁 声明 一 下 , 令 后 几 提 到 哺 数 都 是 指定 义 在 癌 中 基点 
集 上 的 实 国 数 ， 并 且 充 许 它 以 上 加 或 一 2 如 为 国 数值 。 土 忆 也 称 为 


数 的 函数 称 为 有 限 钞 数 ， 右 界 尔 数 仍 在 通常 启 义 下 来 理解 。 因 此 
有 权 立 数 必 是 有 限 冰 数 , 但 反之 不 真 . 

关于 包含 二 cc 在 内 的 实数 运算 作 如 下 规定 : 

十 吕 是 全 体 有 限 洋 数 的 上 确 界 ， 一 避 是 全 体 有 限 实数 的 下 确 
界 : 一 ce<a<< 十 coka 为 任何 有 限 实数 )， 从 而 对 于 上 (下 ) 方 无 办 
的 递增 ( 减 ) 数 列 {tes+ 总 有 Limas 王 十 co (一 00), 

对 于 任何 有 限 实数 9 . 

+( 土 c0) 二 ( 土 50) 二 4 一 ( 士 史 ) 一 4 二 0 一 (二 0) 二 = 土 9， 


( 土 c0) {十 00)= 土 0， -一 0， 


对 任何 有 限 实数 a>>0 (<0)， 
a(+00)=(+o0)a= = + (Teo), 


(+ oN + oH)=+00, 


{T= = %, 
0.( 二 co)==( 土 00)'0=0, 


反之 , ( 土 0) 一 ( 士 o0), (十 co)+ (于 co)， 放 守 ,于 守 ， 名 ， 


污 2, 都 认为 是 无 意义 的 . 
一 个 定义 在 FC A" 上 的 实 函数 f(z) 确 定 了 万 的 一 组 子 集 
(tzlzEB f(z)>>a) 〈( 简 记 作 8[f>a])， 
这 里 。 取 亿 一 切 有 限 实数 . 反之 ， 易 知 f(z) 本 身 也 由 马 的 这 组 子 
集 而 完全 确定 ， 因 此 从 这 组 子 集 的 性 质 ， 可 以 反映 出 A(z) 的 性 
质 . 

定义 1 设 fz) 是 定义 在 可 测 集 CR" 的 实 函数 如 果 对 于 
任何 有 限 实数 a, B[f>a] 都 是 可 测 集 , 则 称 f(z) 为 定义 在 万 上 欧 
可 测 卫 数 人 z 

定理 1 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 书 上 的 实 函数 ， 下 列 任 一 条 
件 都 是 f(z) 在 万 上 可 测 的 充 要 条 件 : 

(1) 对 任何 有 限 实数 a, B[P> 四 都 可 测 ; 

(2) 对 任何 有 限 实数 0, Z[f<a] 都 可 测 ; 

(3)》 对 任何 有 限 实数 a, ZCf<<a] 都 可 测 ; 

(4) 对 任何 有 限 实数 a,5 (< BEa<f<5] 者 可 测 ( 但 充 
分 性 要 假定 |j(z)| <co)， 

证 EB[f>al 与 B[f<a] 对 十 万 是 是 作 的， 同样 BEf<<a] 与 
8[f>4] 也 是 对 于 E 是 互 余 的 ， 故 在 前 三 个 条 件 中 ， 只 须 证 明 (1) 
的 充 到 性 . 

事实 上 , 易 知 


Btf>a]= 门 |f>a-| 


中 垦 认 且 =T, 珊 及 的 可 调 于 集 全 体 卫 虑 为 一 个 Botel 序 , 而 在 遇 上 的 可 宰 函 数 
fiw), 便 相当 于 概率 沦 小 的 随机 变量 , 即 必 ,BB)-- 一 > 记 )。 


" 轨 司 


EFf>a] > Uj 可 fo 


由 第 一 式 便 知 f(z) 可 测 时 条 件 (1) 成 立 〈 一 列 可 测 集 的 交 仍 
为 可 测 集 )， 出 第 二 式 使 知 条 件 (1) 成 立时 f(r) 可 独 (一 到 可 浏 集 
之 并 仍 为 可 莉 集 )， 

仿 此 甘于 ( 少 的 充 杰 性 , 只 须 注 意 表 示 式 ; 

Elasf<60]= Bifa] BLfS8], 


Blf2ad (Eiasf a +n]. 
生 一 了 


证 毕 . 
推论 设 所?) 在 瑟 上 可 测 ,; 则 如 [fj 一 aj 总 可 测 , 不论 se 是 有 限 
实 闸 或 十 oo, 
证 只 须 注意 
ELf =a]=B[f4]—ELf>4] 


和 BLf= 4 001= (| BEf>0], 


Btf=—001= (NBLtf < nl. 


根据 定理 1, 当 fz) 可 测 时 , 出 现在 三 个 式 子 右 边 的 各 集 都 是 
可 测 集 , 因此 它们 的 差 或 交 仍 为 可 神 集 ， 证 毕 ， 

例 区 间 [a, 51. 上 的 连续 卫 数 及 单调 函数 都 是 可 测 陋 数 . 

我 们 还 可 以 看 到 定义 在 可 神 集 CR" 的 任何 连续 函数 都 是 
可 测 雍 数 ， 不 过 须 先 上 明确 在 一 般 点 集 (不 限于 区 间或 域 } 上 的 侨 续 
函数 是 怎样 定义 的 . 

定义 2 定义 在 BCR" 上 的 实 函 数 f(z) 称 为 在 ro 及 连续 
如果 加 一 f(xo) 有 限 , 而 且 对 于 加 的 任 一 够 域 了 (go), 存在 z 的 某 

a 3 


邻 感 ZKzo ,使 得 CUNEB)CTV, 有 即 内 要 xR 上 xEU (zo) 时 ， 恒 存 
TTYEV C80)。 和 如果 天 z) 在 正中 每 一 点 艺 连 续 ， 则 称 Zz) 在 如 上 
连续 . 

显然 ;一 个 孙 数 在 其 定 域 中 的 每 一 个 孤立 点 都 足 连 续 的 ， 

定理 2 可 测 集 BCR" 上 的 连续 函数 是 可 测 廊 数 

证 ” 设 weEB[f>a], 则 由 连续 性 假设 ,存在 x 的 菜 铝 域 U(x)， 


使 
UCINECELf> a0]. 
因此 , 令 G= [ez 出 
xt [LF™al 
E[f-=a] CeNE[f sal, 


从 BTfa] 二 GME， 但 日 丰 下 集 (因为 它 号 一族 开 集 之 并 ), 而 
百 为 可 测 焦 , 故 其 交 NME 仍 为 可 测 集 证 毕 . 

为 了 介绍 务 一 类 重要 的 可 测 函 数 , 我 们 先 引 人 

定理 3 (1) 设 了 f(z) 是 可 测 集 上 的 可 测 函 数 , 而 ,CE 为 
的 可 测 子 集 , 则 A(x) 看 作 定义 在 上 的 前 数 时 ， 它 是 上 的 可 
测 函 数 ; 

(2) 设 fxz) 定 义 在 有 限 可 测 集 8; (i =-1,2,…, s) 的 并 集 再 二 
U EB, 上 ,县 f+) 在 每 个 8 上 都 可 测 , 则 f(x) 在 万 上 也 可 测 ， 

证 (1) 对 于 任何 有 限 数 a, 琴 [f>] 一 BB, 站 8[] 汪 qj， 由 假 
设 等 式 右边 是 可 测 集 . 

(2) 互 是 可 缸 集 而 革 对 于 任何 有 限 数 a, 有 


FLf>0]= U Btf>a] 


由 假设 等 式 右 边 也 是 可 洞 集 。 十 毕 . 
84 = 


定 光 3 设 天 #5) 的 定义 域 吾 可 分 为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 


EB, Be, ny E,, EB- 和 Ei, 使 fCx) 在 每 个 BE; 上 都 等 于 某 常 数 Cis 


则 称 f(2) 为 蘑 单 疫 数 ， 

例如 , 在 区 间 [0, I] 上 的 狄 里 克 雷 函数 便 是 一 简单 函数 . 

定 艾 在 可 测 集 上 的 常 值 郴 数 显 然 是 可 测 的 ， 由 定理 3 恒 知 任 
何 简单 函数 都 是 可 测 的 ， 因 此 狄 里 克 雷 函数 是 可 测 的 非 连续 国 
数 . 

下 面 我 们 要 计 论 可 测 函 束 的 四 则 送 算 , 先 介绍 

引 理 设 认 xz) 与 9(z) 为 召 上 的 可 测 效 数 ， 则 如 FF>9] 与 
百 Lf 9] 都 是 可 测 集 . 

证 因 BLf29=B— ELf<9)], 故 只 须 证 明 吾 E 产 >9] 可 测 . 
设 zoEEBLf 了 放下, 亦 即 xo)>g(ro)， 则 必 在 在 有 理 数 *， 使 六 Fo 
Tr>>gt¥0), 亦 即 

EE[f> rN ELg<r], 

有 反之 亦 然 ， 

因此 ， 设 有 理 数 全 体 为 Ply Poy "ys 则 


BIf>91= [) (BLf rN Eg<ral), 


但 由 定理 1， 等 式 右边 显然 是 可 测 集 ， 证 毕 . 

定理 4 设 玫 z), 9g(z) 在 石上 可 测 ， 则 下 列 函 数 ( 假 定 它们 在 
马上 有 意义 ) 向 在 上 可 测 : 

C1) fz) 4962); (2) 1fCz)13 (3) 1/F(7); C4) F(x) gz). 

证 “我们 先 对 (1) 和 (人 中 当 9z)=e《 有 限 常 数 ) 时 的 特殊 博 
形 进 行 证 明 ， 

关于 FKz)f+e 只 须 注意 BELf ie>a]=B[f>a--e]. 

® 3 


关于 cft2), 则 当 c==0 时 ， 显 然 是 可 测 的 ; 当 c 关 0 时 只 须 广 
意 


(1) EF[f+g>a] 二 EB[f> 一 g+a], 右边 括 弧 中 的 .9 十 o 是 可 
测 函 数 ( 它 是 上 述 (1), (4) 特 殊 情 形 的 结合 ), 故 由 引 理 知 右 边 是 可 
测 集 . 
IB[f>alU ELf<—al, 当 gq20, 
(2) stlfi>o 0 
E[f->0] nalf< 汪 | 当 a>0, 
(3) sy>e|= E[f>0]\B[f=+o01, 4=0, 


ELf>0] Ualf< 喜 | 当 a<0, 


(CBIf >0] NBLg>0D) U (EEF <0] 
Narg<oD} nal fi>18 a0; 


Ea 

(4) BIf'g>a)=M\E[f.9<al— HELf>0INE[g<0) 
U BLf <0IN Eg>o DN 

Na[LIfI> 当 a<0. 


定理 5 设 {f.(z)) 是 瑟 上 一 到 (或 有 限 个 ) 可 测 函 数 , 则 jz) 
=inff.(?) 与 Xz) 一 supf,(z) 都 在 如 上 可 测 


证 由 于 EL4 之 a]= [BLf. 之 a], 


和 


EL4<og= 站 Ff 所 4J 而 得 证 . 


定理 6 设 if(7)} 是 情 上 一 列 可 测 栈 数 , 则 F(X) 一 limfn(z) 
G7) 一 Jimf.(z) 也 在 如 上 可 测 ， 特别 当 F(T)= limz(z) 存 在 时 ， 


它 也 在 上 可 测 . 
证 由 于 limf,(z)=sup(inffn(z)), 


limf(z)=inf(supyw(z)) 重 复 应 用 定理 5 即 得 证 。 
证 毕 . 

上 面 我 们 知道 简单 国 数 都 是 可 测 国 数 ， 因 此 由 定理 6 更 知 一 
列 简单 图 数 ww(z) 的 极限 图 数 (x) 一 limgpnt?) 也 是 吾 上 的 可 测 医 
数 . 反之 有 

定理 了 (可 测 前 数 与 简单 商 数 的 关系 ) 设 fz) 在 了 上 可 测 ， 
则 及 zx) 总 可 以 表示 成 一 列 简单 欧 数 {Fst?)) 的 极限 函数 f(x)= 
limps(7), 而且 还 可 办 到 | g(x)| | pa(7)| 志 … 

证 (1 TD) 之 0 和 情形, 


任 取 自 然 数 mw 将 [0, 呆 分 成 4-2" 等 份 , 每 段 长 为 六 
令 


起 ， 当 zea| 太志 
P(t) 一 R= 0, 1, :as2r- 了 
#， 当 xEB[fSnl. 


则 pn(z) 为 马上 的 简单 函数 , 且 不 蕉 证 明 ps-1(2)<gs(2)，4 
一 了 2, 3, + 
我 们 证 明 limgs(z)=(z). 


如 果 ftxo) 二 十 503; 则 palxo)=2 一 十 co {Rn->20)。 


天 十 各 


.® 7 时 


™ 

如 果 (ze) 过 十 co, 则 有 自然 数 入 ,使 了 (zo0) 过 和 N， 从 而 当 # 半 
对 时 ,|f(z0) 一 galwo) | 之 高 ， 所 以 当 4a>00 时 ,gn(z0) > 了 (x0). 

(2) 一 般 情 形 

- 令 
本 Fz)， 当 /zz)30， 
(=maxtf(r), 0 = 省 

_ , (—f(z)， 当 Kx)<0, 
fx)= —min(f(r), 0 一 0 当 f(2)>0. 

则 由 定理 5, f*(z), f(z) 都 是 如 上 非 负 可 测 函 数 ， 而 f(z)= 
天 (2 一 六 (27，1KKz)1 一 产 (z) 十 天 (z)， 分 别 对 广 (z)， 产 (2) 作 
出 相应 的 简单 函数 列 {pa* (7), {ga-(z)}， 则 pa(z)= pn*(7z) 一 
gn (Z), #4 二 1 2,… 即 为 所 求 ， 证 毕 . 

由 此 得 到 : 函数 f(z) 在 上 可 测 的 充 要 条 件 是 f(z) 总 可 表示 
为 一 列 简单 范 数 {ps(z)} 的 极限 函数 , 其 中 

[pr | Et) | 

注 : 函数 了 (x) 在 如 上 可 测 ， 也 可 定义 为 它 总 能 表示 成 一 列 简 
间 漳 数 {ps(z)} 的 极限 函数 ,其 中 p17) | 所 | gC7)| 所 …， 

定义 4 ” 设 囊 是 一 个 与 集合 召 的 点 x 有关 的 命题 ， 如 果 存在 
召 的 子 集 W, 适合 mW 一 0, 使 得 卫 在 NWN 上 全 成 立 ， 出 就 是 说 ， 
BE[ 避 成 立 ]= 零 测度 集 ， 则 我 们 称 耳 在 盏 上 几乎 处 处 成 立 ， 或 
说 豆 . 于 五 a.e. 成 立 . 

例 2 jig(z)1<eo a.e. 于 B';[0 匡 上 的 狄 里 克 雷 函数 DCz) 
一 心 8.e， 

注意 : 根据 零 测度 性 质 ,由 并 ,(z)a.e. 于 百 且 I,(z)ave 于 , 显 
然 可 得 “了 (7) 且 厅 s(2)”a.e. 于 吾 ,“ 开 (7) 或 s(x)"a.e. 于 也 

例 3 设 f(z)=g(x) a.e. 于 加 , 且 9g(z)=h(z》a.e. 于 万 , 则 
Hx)= BF) a.e. 于 BB, 
» Pe + 


$2 叶 果 洛 夫 (EFropop) 定 理 


在 数学 分 析 中 知道 ~ 发 收 侣 是 兰 数 列 很 重要 的 性 质 ， 它 能 保 
证 段 限 过 程 和 一些 运算 的 可 交换 性 . 但 一 般 而 论 , 一 个 收敛 的 区 数 
列 在 其 收 笋 域 上 是 不 一 定 一 狼 收 黎 的 ， 例 如 f(x) 二 xz” 在 E0, 如 
上 不 一 致 收 化， 但 是 只 要 从 [0 1 的 者 端点 去 掉 任 意 小 的 一 段 成 
为 [0, 1 一 6, 则 fC7) 在 其 上 就 一 改 收 化 了 ， 其 实 这 一 现象 在 某 种 
意义 下 是 带 有 普遍 意义 的 ， 这 就 是 下 面 要 讲 的 叶 果 洛 去 定理 ， 先 
证 明 

引 理 ” 设 mB 之 oo, {fx(z)) 是 吾 上 的 一 到 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 询 数 ; limf(z)=f(x) ae 于 已 且 |f(z) 人 <co ae 于 BFG, 则 
对 任意 e 盖 0 和 芷 剖 自 然 数 ?， 作 站 [2 8] 王 盏 [万 一 并 < 让 二 人]， 
我 们 有 

limme( BA 可 Fw， 2 一 0 


Te 


它 的 几何 意义 就 例 闻 六 4z) 一 2 图 4. 1 来 看 是 清楚 的 。 ， 


区 4.1 


我们 以 后 恕 简称 {tx)} 是 百 上 82.6. 收 名 于 一 个 as， 有限 的 了 (#) 前 可 测 声 
堵 列 ， 


» 导 全 申 


证 首先 ,注意 f(z) 是 瑟 上 的 可 测 函数 (5 1 定理 6), 而 且 由 于 
B[n,e]= 利 半 B[ | 一 了 3 一 a] 所 以 ELn,e] 是 可 测 集 . 
t= . 


其 次 , 根据 关于 fn(z) 与 Kz) 之 假设 ,mE\B[f 一 有 限 门 ) 一 
0， 但 B[f-> 有 限 f1c[ 除 有 限 个 4 以 外 都 有 |fs 一 | 之 s]= 
limBrlf.—fi <el= UY (NC1#, -FI <e]= [) Ba, e] 


Rn 二 1E=3 n=1 


由 于 E[x, e] 关 于 % 的 单调 性 ，[) B[n,e]=limB[a,e] 且 


mlimg[Ln, ej])=limmE[#, 8]， 及 因 BE 二 co， 全 第 三 痊 $3 定理 
9, 得 limm(E\BIn,e])—mE—limmBln, el] mE—m(limBLn,e]) 
=m{B\limB[n, £1])<m(E\ BLf > 有 了 A)=0. 证 毕 ， 

推论 设 mE<co, {jat7)) 是 忆 上 一 列 a.6. 收 雍 于 一 个 a.e- 
有 限 的 函数 六 +) 的 可 测 芯 数列 , 则 对 任意 ce 汪 0 有 

limm( E\BCIf,—f| <el1)=0. 

证 由 于 [|f 一 之 ej 沪 BLm, ej, 所 以 

EN\BLIf—f 了 I<elCA\E[Lr, cj. 再 由 引 理 即 得 证 ， 

定理 (Eropos) 设 m(B) 之 00, {fa(#)} 是 如 上 一 别 a.6. 收 证 
于 一 个 a.e. 有 限 的 珊 数 扎 z) 的 可 测 范 数 , 则 对 任意 5>0, 存在 子 
集 吾 :CB, 使 (fn(7)} 在 忻 , 上 一 玛 政 鳅 , 且 me( 有 有) < 

证 任 选 一 列 自然 数 {n;), 与 上 比 相 应 作 吕 的 子 集 


Np 1 
EL{n;}j= nn Bi | 
( 它 由 {8} 而 完全 确定 ), 则 f(z) 必 在 B[ {xn}] 上 一 致 和 收敛 二 1(z》. 
事实 上 , 任 给 e>>0, 选 各 使 < 则 当 n>n,, 时 ,对 一 声 


" G0 全 


EB [tcCE| ae 二 ,都 有 [f(z) 一 jz)| < 二 <<e. 


所 以 当 给 定 了 任 一 个 50 之 后 , 如 果 能 适当 的 选取 如 由 ， 使 
mEL{LR} J) <6, 则 令吉 ,一 BL{#;}]; 它 就 满足 定理 的 要 求 , 


担 由 引 埋 ， 对 于 e = 元 1 一】 2, 83，… 分 别 存 在 充分 大 的 如 让 使 


ma( ENB| 于 |)< 志 放 只 要 选取 满足 这 条 件 的 {n,), 就 有 


mCE\E[Lin}1) = mt | Bn, |-” U(aals, +)) 


下 
<D ral, F< 让 


这 个 定理 告诉 我 们 , 凡是 满足 定理 假设 的 a.e, 收 敏 的 可 测 函 
数列 , 即使 不 一 至 收 人 证 ， 也 是 “基本 土 "( 指 去 掉 一 个 袖 度 可 任 音 小 
的 某 点 集 外 ) 一 致 收敛 的 ， 因此 在 许多 场合 它 提供 了 处 理 极限 交 
摘 问 题 的 有 力 工 具 . 

要 注意 当 m 吾 = co 时 ， 定 理 不 成 立 。 而 当 mB<coe 时 闻 定 理 
亦 成 立 ， 


§ 3， 可 测 范 数 的 构造 

在 $1 我 们 看 到 可 测 集 上 的 连续 淆 数 一 定 是 可 测 靖 数 . 反 六 ， 
一 般 的 可 泣 函 数 可 以 说 是 “基本 上 连续 ”的 函数 .这 就 是 下 列 定 
理 : 

定理 I ( 重 津 JIy3uH) 设 f(?) 是 卢 上 a,e， 有 限 的 可 测 函 
数 , 则 对 任意 462> 0 存在 闭 子 集 8, 忆 8， 合 f(x) 在 ,上 是 连续 函 
数 , 且 mtE\E,)<6，、 简 言 之 在 玉 上 a.e. 有 限 的 可 测 函 数 是 * 基 本 
上 巡 续 * 的 苗 数 . 


7+* 


证 我 们 从 特殊 到 一 般 分 三 种 情形 米 讨 论 . 
《1) 简单 国 数 情形 ， 


设 吾 = 同 至, 各 已 可 测 直 不 相交 , 且 f(#)==04, 当 GE 可 一 
1 2, ,4， 于 于 ->0, 由 于 了; 是 可 测 售 , 从 而 可 知 存 在 闭 子 集 六 
CBE,;,H. m(BA\F) < 令 吾 ; 一 U F,, 则 | 五 ， 为 出 集 昌 m(E\E,) 


8， 现在 证 明 妃 z) 在 互 ,上 是 连续 函数 . 
事实 上 , 设 TEEB,, 如 在 在 io 使 XE ER 由 于 各 五 ; 吾 丰 相交 ， 
需 xoe 五, 得 右边 为 采集 ，mECCL PC 于 集 )， 故 有 zo 的 邻 


证 1 i 


域 瑟 (zo) 使 UCD) Fi-… 儿 , 从 而 
1 并 0 


UG NE UN UF UN RF. 


=1 


所 以 当 xzEUtzo) 们 B4 时 , 有 
FO) f(r) l= 1 0 le, 
(2) 吕 旦 <co 情形 , 
由 1 定理 ?7, 互 上 任 一 可 袖 函 数 x) 都 是 吾 上 某 一 列 简 单 
痕 数 (pK?)} 的 极限 ， 
因为 m 如 之 oo0, 根据 时 果 洛 夫 定 理 , 任 取 5>0， 存 在 可 测 子 全 


Ew*CE, 售 PnkXY) 在 到 上 一 致 收 化 于 f(z), 县 殉 ( 可 NB) 一 


Li 


又 因 存 在 闭 集 CBt 使 mn(E8 \Bo) < ,所 以 mm(E\B0) < 


然 prcz) 在 训 上 也 一 到 收 化 二 了 (?). 
由 C1) 知 ， 存在 闭 集 iB, C= 了 2, Tm, 使 pi(z) 在 略 ; -上 时 


se 2 a 


sa < 


连续 的 , 日 (BAB ) < . 


6 
+1 


6 
FT 3 是 wz) 在 


令 ,= 门 8CBow 最 然 m(BNE) SD 
了 一 i 二 1 


闭 集 上 是 一 致 收 鳅 于 f(z) 的 连续 函数 列 , 从 而 fC2) 是 5 上 的 
连续 函数 (证 朋 与 区 间 上 的 相同 ), 日 m(\B6) <5， 实 际 上 


mB\B) = mL(B\BOU BND) SES. 


(4) m 豆 =co 情形 . 
此 时 五 足 无 界 集 ， 则 它 总 可 表 为 可 数 个 互 不 提交 的 有 界 可 测 


集 的 和 集 = 上 已 。 由 (2)FCz) 在 夯 上 基本 上 连续 , 即 存在 闭 子 


集 如 ,CB 使 有 EY) 在 B,, 上 连续 且 


mE NB) 5, 二 1 =, 2,3, ws, 


6 
Dit!l 


令 本 一 | B,, 不 准 证 明 : f(z) 在 BY 上 连续 上 页 (了 本 )< 


号 ,又 因 存 在 闲 集 职 瑟 酌 ,使 ma(BNB,)<8/2， 所 以 za(BNB) < 


也 f(x) 在 8, 上 连 线 .证 毕 . 

上 述 证 明 方 法 值得 注意 ， 先 考虑 简单 函数 ， 然 后 再 往 一 般 的 
可 测 郴 数 过 淡 ， 这 在 许多 场合 下 是 行 之 有 获 的 方法 ， 另 外 在 证 明 
中 ,时 果 宪 夫 定 理 移 运用 也 是 很 成 功 的 . 

人 鲁 访 定理 售 我 们 对 可 测 良 数 的 结 父 有 了 进一步 的 了 解 ， 它 揭 
轿子 他 测 阔 数 与 连续 函数 的 关系 ， 在 应 用 上 通过 它 常常 可 以 把 有 
区 的 可 测 范 数 问 题 归 结 为 连 线 国 数 的 问题 , 从 而 得 以 简化 ， 

蔗 后 提 - 名， 有 有 的 艺 考 刑 鲁 潮 定 夫 所 反映 的 重要 性 质 来 定 久 


oF: 


二 


可 测 函 数 , 事实 上 这 两 种 定义 是 等 价 的 , 因为 鲁 津 定理 的 逆 定 理 也 
是 成 立 的 . 

我 们 还 可 以 给 钥 津 定理 以 另 一 个 形式 . 

定理 2 设 f(z) 是 下 上 a.e. 有 限 的 可 测 范 数 , 则 对 任意 6>>0， 
存在 闭 集 CE 及 整个 R 上 的 连续 函数 g(x)(F 及 g(z) 依赖 于 
65), 使 在 上 gz)=: 17), 上 且 有 (下 机 < 一 8， 此 外 还 可 要 求 
supg (x)=supf(7)R infg(2)= inft f(z). 

证 ”由 定理 1, 存在 闭 集 FCB, 使 A(z) 在 上 连续 是 mCE\F) 
< | 

现在 的 问题 在 于 将 闭 集 上 的 达 续 函数 Kxz) 延 拓 成 整个 豆 : 
上 的 连续 函数 。 这 是 可 以 办 到 的 . 

事实 上 , 由 二 下 是 闭 集 ， 改 RN 是 开 集 ， 从 而 是 至 多 可 数 个 
互 不 相交 的 开 区 间 (4a:, 5;) 的 并 集 ( 这 些 开 区 间 中 可 能 包括 一 到 两 
个 无 限 长 的 区 间 )， 由 于 各 (eg 81) 的 端点 属于 琶 总 可 将 f(z) 
按 下 面 这 样 在 各 Lai, 加] 中 保持 线性 而 且 过 续 地 延 拓 为 9(z): 

rf(z), 当 zE, 
fla) + He) Ha (so,), 


9(7)= 当 zE(a;, 6), a 5; 有 限 . 
fln,), 当 EC 6 B=, 
f(8;), 当 TE Di) i= ~ 00. 


这 个 g(*) 就 满足 我 们 的 一 切 要 求 (细节 留 给 读者 去 证 ). 
值得 注意 的 是 这 个 定理 也 可 推广 到 %* 维 空间 Q@. 


名 条 看 L. M，Graves 落 The Theory of Function of Real Variables, 
1946, Chicago- 第 116 一 118 真 ， 


* 号 学 = 


§ 4， 依 测度 收 敏 


现在 我 们 引进 一 种 用 负 度 米 描述 函数 列 收 伍 的 慨 念 ， 

定义 1 设 (名 (z 让 是 3CRas 上 的 一 到 aa.e, 有 限 的 可 油印 数 ， 
车 有 百 上 a,e- 有限 的 可 测 函 数 (zx) 满足 下 列 关 系 : 

对 任意 o>0 有 limmB[| 玉 一 站 之 0] =0, 则 称 函 数列 {f(z)} 
依 测度 收 全 于 1(z); 或 底 量 收效 于 KKCz) 记 为 : (5) 一 >f(2). 

改 用 *-W 说法: 对 任意 s>0 及 o>0, 存在 正 数 NN(e,o), 使 
nNte, oT, mE[C|f, ~—f| 守 oJ<e. 

依 测度 收 伍 用 文字 叙述 ， 就 是 阅 ， 如 果 事 先 给 定 一 个 ( 误 送 ) 
o>>0， 不 论 这 个 gc 有 多 人 么 小 , 使 得 |fn(z) 一 f(z)| 大 于 o 的 点 x 虽 
然 可 能 很 多 , 但 这 些 点 的 全 体 的 测度 随 着 = 无 限 增 大 而 趋向 于 零 ， 

测度 收敛 和 我 们 部 知 的 处 处 收 钙 或 几 乎 妹 处 收敛 概念 是 有 很 
大 区 别 移 ， 我 们 不 妨 举 例 加 以 说 明 . 

例 1 测度 收 敏 而 处 处 不 收 敏 的 芷 数列 ， 

取 吾 = (0, 1], 将 吾 等 分 , 定义 两 个 函数 : 


ec “(向 
0, (去 二 
po 让 
1, ze( 二 ,1| 


然后 将 (0, 1 四 等 分 , 八 等 分 等 等 ， 一 般 地 , 对 每 个 %, 作 2" 个 
国教 : 
1， zc( 未 1 ,次 | 


0， xsE( 款 : , 冯 | 


全 人) 一 


和 


Fe 一 


我 们 把 tf9C7)，j=1, 2 … 39) 先 按 3 后 按 j 的 顺序 逐个 地 
排 成 一 列 : 

(ze (1 
fm(z) 在 这 个 序列 中 是 第 六 一 2* 一 24 了 个 函数 可 以 证 明 这 个 ， 
序列 是 底 量 收 伍 于 零 的 ， 这 大 因为 对 和 企 何 >>0， 

[1f5* 一 01 之 a] 或 是 空 集 。 (总 o>1)， 或 是 (后 ， 辫 | 
( 当 0<o<1D), 所 以 

mn(BLi 了 9 一 0| 之 0]) 气 训 。( 当 o>1 时 , 左 端 为 9。 


由 于 当 入 =2" 一 2 二 了 (j= 二 1,2,…, 2") 趋 于 oo 时 , a->co。 内 此 可 见 
limm( BI —0[>0D)=0, Wp f°(7)—>0. 

但 是 函数 列 (1) 在 (0, 1] 上 的 任何 一 点 都 不 收 伊 。 训 突 上 对 任 

何 点 mc (0, 1], 无 论 ? 多 么 大 ,总 存 在 户 使 mc( 1， 去 | 因而 


fxzo) 一 1， 然 而 了 (x0) = 二 0 或 21Lz0) 一 0, 换言之 ， 对 任何 
zoE(0, 1], 在 {fi(wo)} 中 必 有 两 子 列 ， 一 个 慎 为 1, 另 一 个 桓 为 
零 , 所 以 序列 (1 在 (0 1] 上 任何 点 都 是 发 散 的 . 

反 过 来 ,一 个 ae 收 敏 的 函数 列 电 可 以 不是 依 测度 收 伍 的 ， 

例 2 取 吾 = (0, 十 0), 作 函数 列 : 

1, EO, 8 . 
f= Er 十 oo 2 

显然 (2) 王 1 当 zEB， 但 是 当 0<r 二 1 时 ， 

如 [| 疡 一 下 兰 四 (aco) HB mln, 十 co) 一 co。 
这 说 明了 tx) 不 测度 收 误 于 1 ， 

尽管 两 种 收 钙 区 别 很 大 , 一 种 收 钱 不 能 包含 另 一 种 收 第 ,但 是 
”于 列 定理 反 据 出 它们 还 是 有 密切 联系 的 ，. 
定理 1 ( 歼 斯 F.Riesz) 设 在 召 上 了 f(z) 测度 收 语 于 f(z)， 


s + 


则 存在 子 列 {f(x 在 上 a.¢. 的 和 f(x), 
证 对 任何 自然 数 s， 取 一 坟 ，3= 贡 .由 于 刀 (z) 一 大 了 )， 
所 以 存在 自然 数 x*.， 使 


mE :< 六 号 一 1, Dy 


其 中 加 = 可 17 一 了 之 南 |。 不 续 没 <mm<…， 取 
F= (| (RE\E.). 


由 于 ENa 下 If- 有 < 过 
所 以 
F: 一 相 [1]f 一 用 一遍 ， 号 一起， 次 填 oo] 
显然 在 上 ，f..(z)>f(z) 《其 实 还 是 一 歌 收 敛 的 )， 作 下 = 
U Pi WE ,fbr) >f). z 
现在 只 要 证 明 m(B\P)=0 即 可 ， 由 于 下 列 关系 


A\F= aU = n (BE\Fe) = 了 U 可 一 imB。 
以 及 


5 mB < D1 


二 1 #1 


再 由 上 插 集 定 艾 ， 则 对 任何 自然 数 下 有 
将。 二 U BH 
因此 


7 s 


i 


m(limE)SmU EE m20 《8>oo)， 
= 


三 于 
从 而 得 到 
mB\F) =m(limg,) =0. 证 毕 . 


下 面 定理 说 明 a.e- 收 敏 的 国 数 列 在 何 时 成 为 测度 收 敏 的 ， 
定理 2 ( 勒 见 权 Lebesgue) 设 
{1) mB oo; 
(2) {fntX)} 是 忆 上 a.e. 有限 的 可 测 函 数列 ; 
(3) (fkz 妇 在 吾 上 a.e. 收 效 于 a.e. 有 限 的 函数 乒 2)， 则 
了 (7 
证 不 姑 设 {P4z 计 与 天 2 处 处 有 限 。 对 任何 ze 半 0, 由 时 果 
滞 夫 定理 ， 存 在 可 测 集 加 .CB, 便 m(2\E,)<e, 且 f(x) 在 ,上 
一 致 收敛 于 (3). 
对 任何 90, 则 存在 入 >0, 使 当 # 守 久 时 ,有 
T(z) 一 f(T)|< 过 0, 对 任何 ze 
因此 当 ?> 不时 , B[1f 一 站 SP]CE\B,、 改 
mE[|f,—f|2o Sm( EN\B.) <e, 
取 
fz) fz), 证 毕 . 
要 注音 ，oB<oo 这 个 条 件 是 不 能 去 掩 的 ( 见 例 2 ) 再 结合 例 
1 在 7B<oo 条 件 下 , 训 谋 收 黎 能 于 a.e. 收 伍 - 
定理 3 设 f2) 过 有 2) C7)=>g(x)， 则 f(z)=g(?) 在 吾 
上 几乎 处 处 成 立 . 
证 由 于 
[FC2)— gr) If) — ft {fr) — gt2) | 
页 对 任何 自然 数 4， 


人 


下 192 二 | 可 1 太 -> 吉 |u 相 二-9> 动 ] 
从 而 z 


mp|1f-91> 训 |<mB[ ff 之 二 | 


十 权 召 | | 天 一 9 > 二 | 


令 ft _>co, 即 得 mE| 1 一 9| > 二 |=% 
但 是 


Btfs01= 本 vl> 
歼 mB[f 寺 89] 人 0, 即 fz)=9g(z) ae 于 召 。 证 些 . 


第 四 童 习 题 
I- 证 上 明了 (tw) 在 上 为 可 测 靖 数 的 充 要 荣 件 是 对 任 一 有 理 数 +， 集 
ELF? 可 济 。 如 果 集 EH 二 7 可 济 , 问 fo 是 否 可 测 ? 
2. 设 了 Df 人 2 tm 一 1,2,:"…) 是 定义 在 区 向 [a,53] 上 的 实 户 数 ，7 为 
自然 数 , 试 证 ~ 


站 im Bilf,—f1<=] 


是 吾 中 使 如 ( 四 改 统 于 了 (四 的 点 集 . 
3. 设 全 ,(z)} 为 了 上 可 测 函 数列 , 证 明 它 的 收复 点 集 和 发 散 点 集 都 是 可 
测 的 . 
4 设 在 是 [0 1I 中 的 不 可 测 集 , 令 
TEB, 
fm- 2EF. 
问 兵 轩 在 50,1] 上 是 否 可 测 ? |f() | 是否 可 测 ? 
Jr 设 j(e (=1, 232) 是 下 上 3.e. 有 限 的 可 测 甸 数列 , 而 (a,e 
收 喜 于 有 限 函 数 fsy， 则 对 任 春 的 s>0 存在 常数 5 与 可 测 集 也 二 品 
人 


二 E 使 在 名 上 :对 一 研 关 有 [zs 
6。 设 了 中 是 (一 cco, cc 上 的 连续 函数 ，8 (2 为 Te 的 上 上 的 可 测 苑 数 ， 册 
ft8fr) 是 可 测 秒 数 . 
/> 设 函 数列 所 (8) (n==1, 2，…) 在 有 界 集 加 上 “基本 "一 玛 收 但 于 
fo), 证明 六 (zyae. 收 莽 于 了 (zh)， 
8s， 试 证 会 浴 定 理 的 诞 宪 理 成立 . 
3， 庶 摘 数列 邮 (ozT 在 如 上 传 测 诬 星 艇 于 天下 且 广 (之 Woae 于 
,n= 2. …， 试 证 闻 ( 四 和 妆 多 四) 在 吾 卫 几乎 处 处 成 立 ， 
开设 在 BB 上 (2 一季 2) 有 fC) 守 foritz) 几乎 处 处 成 六 ，R 二 1， 
2 则 几 笠 处 处 有 所 () 坡 数 于 fi) 
11， 设 在 上 下 (0) 地 2), 而 (2) 一 n(x) ae 成 立 , ,R12,…, 则 
有 g(r) 二 fw). 
让 ， 设 5 二 co， 凡 乎 处 处 有 限 的 可 测 前 数列 ft2) 和 gatz)，# 二 1, 2 
,分别 放 测 讶 收 总 许 ffzy 和 了 (网 ,证 肥 
(下 (9 (zy 一 -> 了 (78 (we). 
(2) frm) ore) > ry. | 
{3 min{fste), gm) yo minff (tn), gr) 
max{faCr), gn (T= Maxif Cr), gC0)}, 
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第 天 章 积 分 论 


S$1， 瑶 曼 (Riemann] 积 分 


在 介绍 蒜 贝 烙 积 分 之 前 ， 我 们 先 将 它 的 前 身 ` 一 黎 曼 积分 作 
一 回顾 ， 并 从 测度 观点 建立 一 个 可 积 的 充 贾 条件 . 

五 积分 通常 有 两 种 定义 .其 一 是 大 家 熟知 的 “极限 式 ” 定 义 
《 即 作 为 积分 和 的 极限 )， 另 一 是 “全 界 式 ” 定 叉 ， 在 一 维 情 形 如 
下 ; 

定义 1 设 天 ?) 存 La, 妇 有 界 , 下 表示 [4, 杂 的 任 一 分 划 
-ET = , 
这 里 w 为 任 一 自然 数 , 可 随 工 而 不 同 。 

设 型 mi 分 别 表示 1(3) 在 [xs-1,Y1] 上 的 上 、 下 确 界 (i 二 1 
2 9 


SOT, = DMAz,, SS 人， = DmiAzi, 
1 i=1 


分 别 王 做 fz) 美 于 分 划 了 的 大 和 数 与 小 和 数 ， 这 里 As;= 


Ti ils 


| Fei=infs(m, 有， | fr)ar=supstT, f) 


分 别 叫 和 散 f(z) 在 [a, 中 上 的 达 布 (Darbouz) 上 积分 与 下 积分 ， 这 
里 上 ,下 确 界 是 对 [a, 5] 的 一 切 可 能 分 旭 卫 而 取 的 如 果 


Da=| aa 一般 只 有 下 Te)m> 站 Ka)a)， 


则 称 Cz) 在 Fa, 5] 上 加 可 积 并 称 此 共同 信 为 f(z) 在 [a,5] 上 的 积 
站 了 各 


分 ， 记 为 | Kz)az 


两 种 定 多 的 等 价 性 建立 在 下 面 的 定理 上 . 
达 布 定理 ” 当 分 划 人 的 取 大 区 间 长 5(7) 一 0 时 ， 


S(T, 用 -| Hz)az，s CT, >) Fs) da. 


同上 面 的 积分 两 种 定义 相应 , 有 界 函 数 f(z) 歼 昌 可 积 的 充 杰 条 件 
也 有 两 种 (当然 它们 也 是 等 价 的 ), 那 就 是 : 
可 积 条 件 1"; 当 5( 全 )->0 时 ， 


S(T, 门 一 SF 一 S10,Ar >0， 
让 = 


这 里 oi—= M,C—m, 
可 积 条 件 2”; inf[ S(T, 1))—s(T, 六] 一 站 


这 两 可 积 条 件 的 缺点 是 没有 兰 函 数 的 可 积 性 最 后 归结 到 国 数 
的 其 它 内 在 性 质 ( 如 连续 性 等 ) 上 面 去 ， 从 这 一 角度 去 看 ， 下 面 由 
蔓 风格 给 出 的 可 积 条 件 就 好 得 多 . 

可 积 条 件 3°; 六 zx) 在 [a, 51 上 的 一 急 不 连续 点 成 一 零 测 度 集 . 

在 证 图 这 个 条 件 之 前 ， 我 们 先 介 绍 振幅 的 概念 和 一 些 引 理 , 

在 条 人 忻 1"，2° 中 出 现 和 的 w;= 囊 ,一 m;， 岂 和 Ax) 在 区 各 
[zi_1;21] 上 的 振幅 ， 一 般 地 , 如果 f(z+) 在 点 集 4CR" 上 有 定义 且 
有 界 ， 则 我 们 定义 f(z) 在 4 上 的 振幅 为 

ot(A, f) =supf (2) — inf f(z). 
显然 , 如 果 BCA4, 总 有 
四 (四 sd 及 (1) 

现在 考虑 定义 在 了 CR" 上 的 国 数 Kz) 及 任 一 点 zxEB， 我们 

定义 (7) 在 点 xo 的 振幅 为 
Oz0) = limo( VU (zo, 6) NB, 月 ， 

"IO2* 


这 极限 由 于 人 (10) 式 的 原因 一定 存在 县 不 小 于 零 . 
设 天 7 在世 (zo，90 门 至 上 的 上 、 下 确 界 分 别 为 型 必 ro) 与 
matzo), 当 6 -x0 时 ,二 者 的 极限 分 别 记 为 于 (x0) 与 (fo)， 显然 ， 
mm) f(r) Mro), Otto) = Mro) — m0), 
引 理 1 设 兴 zr) 定义 在 ECBR" "上, XoE8，f(z) 在 点 xz 处 连 
续 的 充 要 亲 件 是 作 7?) 在 点 xv 的 振幅 为 零 , 
证 必要 狂 . 设 六 7) 在 ww 处 连续 ， 则 对 任何 ce 汪 0， 存在 
8>>0, 便当 
ZEULzo;O)NE, 总 有 |f(2) 一 从 z0)| 之 2， 
即 
fOr) ef rr +e, 
从 而 
Tr) — em(ro) EM ) Ef ) + ee, 
令 6->0， 得 20) 一 2 所 (80) 入 型 (20) 寺 fxo)}Te， 由 于 #8 的 任 
意 考 , 所 以 开 (ro) 王 名 (zu). 
充分 性 ， 设 mtx0) 二 并 (zr0) 二 了 zw0), 对 任何 2 汪 0, 取 人 5 >9, 使 
| MRT) emlro), Hr LM) + 2, 
用 而 得 
fro)— em (ro M(x0) fr) + e, 
但 当 xzE0tzo0) 起 门 B 有 mat20) 夺 HY) 志 姬 ,Lz0)， 融 有 
IF(2) ~— Ht) | <e, 
基 f(z) 在 ze 处 连续 ， 证 毕 ， 
引 理 2 设 拓 z) 定 史 在 闭 集 巨 生 如 上 , 则 对 企 窒 0 集 
E= {oe. rEE} 
为 闭 集 ， 从 而 f(x) 的 不 连续 点 构成 一 了 型 集 . 
证 设 x0EB,, 显然 zoS5E, 对 任何 5>>0, 在 邻 域 (zo,5) 中 含 
有 吾 , 的 无 穷 多 个 点 w ,而 每 个 4* 神 足 wl(2) 守 2, 故 
s 了 03。 


wUz0, NE, 门 之 让 
令 5-x0, 得 (zo) 之 6 即 zoE 有 8 所 以 吾 .为 团 集 . 


由 于 Bo>o- 由 可 o> 二 二 | 所 以 f(z)》 的 不 连续 点 为 一 


FF 型 集 ， 证 毕 . 

证 本 可 积 条 件 3".。 必要 性 ， 由 引 理 1 Xz) 在 La 5] 上 不 连 
续 点 集 为 如 [ofs, 了 >0], 故 只 须 证 明 对 任何 8>>0, B= ELols, 了) 
之 0 是 零 集 即 可 ， 

给 定 [e, 寻 的 任 一 分 划 

TD, 一 0 

根据 振幅 定义 ， 只 要 开 区 间 1 二 (2;-1，Z;) 内 含有 ,的 点 俐 有 
oj 三 全 (丰富 因此 


OF 和 > os 二 Do, Az 【因为 |1;| ==Axi》, 


i 所 帮 下放 


从 而 导 I41< 计 加 rhei< 主 


了 # 让 看 3 夺 几 


这 是 由 于 f(z) 在 Ea, 65] 上 号 可 积 ， 故 由 可 积 条 件 2* 存 在 分 划 工 , 使 
上 述 不 等 式 中 间 那 一 项 小 于 2/2. 

另 一 方面 , 将 全 之 Cw 十 四) 个 分 点 用 (tn 十 了 ) 个 开 区 间 {J 盖 住 ， 
使 之 

>) I; < 

故 了, 恒 用 有 限 个 开 区 间 盖 住 , 全 长 小 于 = ， 于 是 加 * 吾 ,一 0， 疡 以 
WM 二 0， 从 而 mELotr,f)>0] =0, 

之 分 性 设 mE[olz, 腾 >0=0， 则 对 在 何 55>0, 有 mm, 二 


0, 从 而 有 一 列 开 区 阅 {K) 将 5 盖 住 且 D1|K&,| <e， 由 引 理 2， 
i =1 
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如 , 为 有 界 闭 集 , 所 以 出 吾 -B 定理 , 从 中 可 选 出 有 限 合 区间， 不 妨 


设 Ki Ks，…, 天 将 如, 盖 住 , 自然 > [Ki|<e. 

另 一 方面 ， 因 为 zx) 在 [a, 要- U K; 中 每 点 的 振幅 均 小 于 
6， 而 [a "UU ,是 有 男 闭 全 ( 它 是 由 有 限 个 互 不 相交 的 闭 区 
间 组 忒 ), 所 以 根据 振 申 及 有 限 覆 次 定理 ， 可 以 将 fa， mu K, 


进 一 档 划分 成 小 闭 区 间 ( 有 限 个 ), 使 7) 在 这 些小 用 区 向上 的 振 
幅 都 小 于 5， 所 有 这 些小 所 区 闻 的 端点 又 组 成 La 丰 的 一 个 分 划 
了 ,与 之 相应 的 和 数 


Swazi= 全，aiAz ,十 osAxi<affe， bl], fet+otb—a), 
BT [二 于 -| 


由 于 。 及 5 的 任意 性 ， 扩 7) 在 La， 站 上 且 可 积 ，( 可 积 条 件 2 ). 
证 毕 . 

黎明 将 柯 西 《Cauchy) 原来 只 对 连续 未 数 定 义 的 积分 概念 
扩张 成 现在 我 们 所 知 的 五 积分 ， 从 而 扩大 了 积分 的 应 用 范围 , * 但 
是 即使 在 有 界 落 数 范 转 内 , 廊 积 分 还 是 存在 着 很 大 的 缺点 , 主要 表 
现在 以 下 两 个 方面 : 

《1) 召 积分 与 极限 可 变换 的 条 件 太 严 . 

我 们 知道 一 列 吾 可 积 范 数 的 极限 国 数 ( 即 使 有 界 ) 不 一 定 保持 
BR 二 积 性 因此 在 积分 与 极限 交换 问题 上 上， 至 积分 的 局 限 性 就 特 
别 突出 , 大 家 知道 : 为 了 使 


imfeCe)dr = in| 六 (za 
对 一 列 收 化 的 五 可 积 前 数 { 刀 (2 分 能 成 立 , 当然 要 求 limfn(z) 是 RB 


可 积 的 . 对 六 (2 加 上 一 致 收 敏 的 条 件 可 以 保证 极限 图 数 召 可 积 ， 
" 7105 ， 


er cv cas -om om 


则 时 也 保证 了 上 而 等 式 的 成 立 ， 可 是 这 一 充 分 条 件 不 但 非常 苛刻 
而 且 检 验 起 来 也 非常 不 便 ， 由 于 积分 与 极限 交换 问题 不 能 顺利 解 
决 , 就 大 大 降低 了 下 积分 的 效果 ， 

(2) 积分 适 算 不 完全 是 微分 运算 的 逆 运 算 . 

我 们 知道 任 一 忆 可 积 函 数 f(z) 的 不 定 积分 (活动 上 限 积 分 ) 
F(z) 一 | 5D 在 f(x) 的 所 有 连续 点 都 有 Wrz)= 了 zx), 换 言 
之 , 就 是 积分 后 再 微分 可 以 还 原 (jz) 的 不 连续 点 既成 等 集 ， 可 不 
计 ). 

但 是 另 一 方面 有 例子 说 明 ， 一 个 可 微 函 数 F(z) 的 导 函 数 
fz) 即使 有 界 也 不 一 定 记 可 积 (Volterra 的 例 ), 因此 也 就 说 不 上 
有 NW- 上 ， 公 式 

PCz) 一 PCo) 一 | Ca, 
所 以 在 卫 积 分 范围 内 , 积分 送 算 只 是 部 分 好 成 为 微分 运算 之 北 . 

鉴于 玉 积 分 的 上 述 缺 陷 ， 人 和 们 长 期 以 来 就 致力 于 改进 的 党 
试 9， 直 到 1902 年 法 国 数学 家 Lebesgue 才 成 功 地 引入 了 一 种 新 
积分 , 后 人 称 之 为 Lebesgue 积分 , 由 于 它 在 很 大 程度 上 摆脱 了 上 
述 皇 积分 的 困境 , 而 且 大 大 地 扩充 了 可 积 函 数 的 范围 , 所 以 今天 已 
成 为 分 析 数 学 中 不 可 能 少 的 工具 ， 我 们 在 下 面 主要 就 是 介绍 这 一 
积分 理论 . 


§ 2， 勒 忠 格 积分 的 定义 
了 积分 有 不 竺 一 种 的 定义 方法 ， 为 了 便于 同 九 积 分 比较 ， 也 


号 ”如果 在 玫 舱 分 定 尽 中 将 分 划 fa， 妇 一 日 石 摘 成 分 划 fa, 否 一 瑟 所 其 中 { 加 秆 

是 有 限 个 互 无 公共 内 点 的 了 可 调集 ， 并 相应 地 将 出 现在 和 和 数 中 的 4 上 = | 无 | 换 成 

《oo 这 样 一 来 , 辐 艇 分 其 及 大 ,小 和 数 蚌 增加 了 ， 但 是 由 于 可 测 业 可 用 有 限 个 区 

冶 和 来 壶 近 , 所 以 结果 并 不 会 影响 和 数 的 上 上 .下 确 虹 , 从 而 也 不 能 自 此 丢 到 推广 积分 枉 
念 的 入 的 。 
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为 了 便于 类 推 到 建立 在 其 他 (同样 共有 可 数 可 加 性 的 ) 和 宽度 上 的 积 
分 起 见 , 我 们 将 采用 和 五 积分 确 界 式 定义 相当 的 定义 , 并 为 了 方便 
起 见 而 逐步 引 人 . 


定义 1 设 BCR' 是 一 非 空 可 测 集 ,如 果 如 = |] B,, 其 中 各 
f =1 


吾 ; 为 互 不 相交 的 非 空 可 测 集 ， 则 称 有 限 集合 族 D= { 豆 ;} 是 吾 的 一 
个 可 油分 划 , 简称 分 划 . 设 也 = { 酝 :} 是 吾 的 另 一 分 划 。 如 果 对 于 
任 一 BiED', 存在 BED, 使 B;CEB 称 D' 比 DD 细 . 
引 理 1 给 定 五 任 两 个 分 划 D, DP， 必 存 在 比 它们 都 细 的 第 
三 个 分 划 
D"={BNEEED, EED HAE,NE¥H}, 
我 们 记 D"” = DP 
证 显然 . 
定义 2 设 f(x) 是 定义 在 R? 中 测度 有 限 的 集 吾 上 的 有 界 函 
数 ,对 如 的 尾 一 分 划 忆 = 1{B,)， 
令 B=supf(z), 六 一 inf7(z7》 


则 之 ,BimBt。， 人 > ,57 到 ;分 别称 为 zx) 关于 分 划 卫 的 大 和 及 小 


和 和 {它们 由 司 完 全 确定 ), 并 分 别 记 为 SCD, 了 有) 及 sD, 方 ， 

引 理 2 《1) 设 B= supf(z), b=inff(*), 则 

及 了 再 < ENSOD, 1) BmE. 
(2》 设 分 划 DD 比 吕 细 , 刚 5(D, 所 sD', 让， 
SD, SD", f). 

《3》 对 于 任 两 个 分 期 DP,D' 总 有 5D, 了) 所 SCD', 了 了). 

(4) supstD, 1)<ints(D, f), 这 里 上 、 下 确 界 是 对 如 的 所 有 
可 能 的 分 旭 取 的 . 

证 (1) 显然 。 
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关于 (2), 设 卫 = 180)}; 比 它 细 的 六 = 1{,}, 则 


s(D, 及 一 之 bm, -人 > | 


了 
Ej 


2 2 bmBy 
中 


EYE 
— bmB; =a(D’', 六 
了 


同样 可 证 S06D, 站 宕 S09", 有 n， 
基于 (G3), 对 于 如 , 户 作 =DPD', 则 DD" 比 B,D' 都 细 , 从 而 出 
(1).(2) 有 
stD, EAD', ES(D", ESD', )), 
(4) 是 (3) 的 直接 结果 . 
定义 3 设 fz) 是 BCR? (mE<co) 上 的 有 界 嫩 数 , 记 


| fae inf8CD, 1), | fH5)dz sups(D, 1). 


分 别称 为 f(z) 在 盏 上 的 ( 工 ) 上 .下 积分 . 


如 果 | Fz) 直 一 | .KGz)m (用 引 理 2 (4)》 总 有 | f(x) 和 这 


-EE 


| fya), 则 称 交 2) 在 如 上 ( 工 ) 可 积 ， 且 称 此 共 右 值 为 2) 在 


五 上 的 ( 厂 积 分 ， 记 为 | fz)dz@. 


以 上 是 Rr 中 测度 有 限 可 测 集 上 有 界 函 数 和 的 ( 工 ) 积 分 定义 , 我 
们 看 到 它 在 形式 上 同 五 积分 完全 类 但, 除了“ 程 分 区 域 ” 更 一 般 之 
人 外， 主要 不 同 之 处 在 王 采 用 的 测度 和 分 划 的 不 同 ， 妈 那里 的 了 订 
测 集 (或 芝 闻 ) 在 这 里 一 律 换 成 了 上 可 测 集 . 

中 ”如 星 漆 用" 概 限 式 " 定 久 工程 分 , 购 与 " 强 异 式 " 的 工程 分 是 不 锣 价 和 的， . 
了 站 区 者 


定理 1 设 灵 >z)》 旦 可 测 集 CR 《<ocoy 上 的 有 晃 男 
数 , 则 f(x) 在 召 上 (三 ) 可 粹 的 充 要 条 件 为 : 
对 任何 。 汪 0， 存在 互 的 分 划 卢 售 
SCD, f)—sCD, 1} = omBie, 这 里 加 ;一 百 ;一 二 


换言之 ， 导 inf[S(D, 甩 一 s(D, 月] =inf 2 omB,=0. 
证 充分 性 :由 于 
sD PE| fr { fsD, 7), 


得 | ES(D, )—s(D, fe, 
因为 是 任意 的 , 玻 
| f(r) —| Fa =0, 
EE 占 


必要 性 : 设 C5)de=[ fCzYdr， 由 上 、 下 积分 的 定义 ,对 


任意 。>>0, 存 在 分 划 D,，D, 使 
SD, f)—|[ f(r) < | fz) sD f) < 
。 加 ja 
因此 ， 对 分 划 D-DDs 由 引 理 2 (2), 仍 有 
SD, -| fre | fsD < 
将 这 两 式 相 训 , 即 得 


SD, 1)—s{D, fe, 


以 上 条 件 由 于 筷 的 导 册 只 利用 了 分 划 的 一 般 性 质 ， 所 以 必然 
是 比较 形式 的 ， 刘 时 我 们 能 进一步 利用 已 测 分 划 的 特殊 性质 就 可 
以 得 到 -个 较 深 刻 的 条 件 ， 
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定理 2 设 术 2) 是 可 测 集 ECRt (mE<<co0) 上 的 有 界 隔 数 ， 
则 f(z) 在 五 上 ( 工 ) 可 积 的 充 要 过 人 忻 是 f(z) 在 上 可 测 . 
证 充分 性 : 设 关 2) 在 如 上 可 测 , 且 8 天 TB 任 给 0 
作 [8, 五] 的 任 一 分 划 : 
六 一 Y0<3 = 使 疡 axX( 拓 一 拓 - 二 名 


令 Bi= Bly < Ey ], 4 一 了 2, “3 
则 各 吾 , 可 测 且 互 不 相交 , 吾 = U 瑟 :: 所 以 DD 二 4 加;} 构 成 琶 的 一 个 


分 划 , 关于 它 的 大 和 与 小 和 , 显然 有 
SD, De YmB, s(tb, EMA 
这 是 因为 .1 入 如 入 B; 记 站 ， 从 而 
S(D, f)—s(D, EDI, :1) mB Sdma. 
因为 6>>0 可 任意 小 ,可见 f(7) 在 百 上 (二 ) 可 积分 (定理 1 ). 


必要 性 : 设 入 z) 在 如 上 ( 工 ) 可 积分 ， 我 们 设法 用 两 到 简单 函 
数 从 上 下 两 方面 来 庆 近 75), 从 而 证 明 fz) 可 测 . 首先 由 定理 1 


对 二 ,2 一 2,…, 依 议 作 分 划 D, 使 


SCDf) —s(D,f) < 二 


不 妨 假设 这 列 {D,} 中 的 各 分 划 是 一 个 比 一 个 细 ， 如果 {D。} 
不 是 这 样 的 话 ， 只 贫 用 D1=D,，Di =D1-D,，… 来 代替 好 了 ， 这 
时 仍 有 

SDE, 万 一 s(D9 及 < 上 ， 
设 D, = {EY’, BEE, Bi}, sup fx)= Bi 


“了 


inf f(x) 一 局 2 ?一 1, 2 Hine | 


EE 
由 此 出 发 作 两 列 简单 阔 数 
gn)=bT, 光一 
j= 1 2 2 
显然 gD) 和 2) 寺 LAY), 记 二 1 2, ""， 和 而 且 由 于 Ds 一 个 比 一 个 
细 ， 还 有 
FATIEIATI EE Ft), 
因此 ， 
limgn(2)— gr), limkat7)— hr) 
存在 ; ” 而且 
9(7)<<1(z) 忆 hz)， 作 为 简单 函数 的 极限 9(z) 与 Kz) 也 都 是 可 
测 孵 数 { 由 第 四 章 定 理 ). 
所 以 如 果 我 们 能 证 明 g(x)==h(X)a.e. 于 召 , 那么 一 定 有 f(x) 
二 #7) 二 了 7) a,6. 于 五 ， 从 而 也 就 证 明了 7Y) 的 可 油 福 (a.e. 
等 于 一 个 可 测 销 数 的 函数 自身 也 可 测 ). 
假定 六 2) 二 Zz》a.e. 于 百 不 成 立 ， 由 由 于 


ELMz)—g(7)>01= (| 如 MD 一 rCz> 二 ] 
必 存在 信使 ma 四 Mz) 一 gz) > 高 |>0.， 记 本 可 &z) 一 gz)>> 
广 | 在 本 上 唉 有 多 z) 一 9(z)>> 高 ， 对 任意 的 % 就 更 有 有 uCz) 一 
9r(2) 之 各. 也 就 是 当 zE8 站 8* 时 ， BY 一 5 名 之 击 ,这 样 一 来 便 
有 

SCDs, )—s{(Do, = 2 (Bb ) mE 


"irile 


SB bm( Be Ne) 
纺 
1 cn _1 
之 之 mEMNE*) = 
这 向 
S(Da f)—s(Dn, f) < 0 (有 >co) 


矛盾 ， 证 毕 ， 

有 了 这 个 定理 ， 对 于 R? 中 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 有 界 函数 
来 说 ， 可 调 与 三 可 各 便 意 味 着 同一 回 事 了 ， 

定理 3 设 ftz)，gy(z) 在 已 (mB<oo) 上 有 界 县 二 可 积 ， 则 
JC) tC), fz) 9Cz) CCz)19Cz) 《但 inf 1gCz)1>0), If(7) 在 
上 都 是 工 可 积 的 ， 

-证 这 是 定理 2 和 第 四 章 8 1 定理 的 直接 推论 . 

卫 积 分 与 吾 积 分 的 美 系 . 

定理 4 设 f(x) 在 [a, 8] 上 五 可 积 ， 则 它 必 同 时 工 可 积 ， 且 
有 相同 的 积分 什 


[i= far0. 


证 首先 1?) 是 有 界 的 ; 共 次 对 于 [a, 中 的 企 一 分 划 
有 一 < 
总 对 应 着 一 个 可 油分 划 
D={[a, zl, Cr: tal, "rr, Cra_1 1), 
其 中 第 i 个 小 区 间 记 作 ,， 依 定理 2 中 的 记号 ， 我 们 有 
mb MB, Ari=mB :=1,2,.,N, 


@ 今后 我 们 将 | 了 的 后 写作 ( 工 )| 了 (oyaz 或 二 网 写成 fs) dz 
， 人 和 


[| 


+ 了 了 2 


故 有 
s(T, PSs DP EN Frye| fdes(D, 7) 


dt 


<s(7, 1). 
从 而 
{far=sups Cr, PE| ,fas| fl) 


<infsg(z, 旋 =| fs)dz, 
TT Eo 
由 此 即 得 所 妥 结 果 ， 

另 一 方面 却 存 站 呈 不 可 积 但 工 可 积 的 稍 数 ， 例 如 在 20, 要 上 
的 狄 里 殉 雷 国 数 是 吾 不 本 积 的 , 但 作为 简单 国 数 是 可 测 的 , 所 以 它 
是 工 可 积 的 ， 可 见 工 积分 是 证 积分 的 推广 ， 在 BR” 的 情况 也 是 如 
此 ， 


§ 3， 勒 贝 格 积分 的 性 质 


由 于 工 积分 定 叉 与 如 积分 定义 在 形式 上 的 相似 ， 人 们 自然 全 
期 待 豆 积分 的 将 多 性 质 在 荆 积分 照样 得 到 保留 ， 在 下 面 各 定理 中 
我 们 假设 百 是 Rr 中 测度 有 限 的 可 测 集 ，f(z) 等 函数 是 吾 上 的 有 
界 沙 数 ， 义 工 可 积 就 简称 可 积 . 

定理 19 (1) 设 f(zx) 在 妃 上 可 积 ， 则 所 7) 在 的 任何 可 
测 子 集 上 也 可 积 ， 

”又 设 所 x) 定义 于 =4UB,4NmB= 好 是 在 4，B 上 分 别 可 
积 , 则 f(z) 在 至 上 想 可 积分 ， 且 


| Fa | fa + | fcz)aa (1) 


中 前 节 定 理 3 中 一 些 千 困 在 本 定理 中 辕 风 ,为 的 是 以 后 推广 时 可 以 异 用 . 
ss ili3" 


(2) 设 天 2), 8Cz) 在 如 上 可 积 , 则 f(z) r+ g(x) 在 如 上 也 可 积 
县 


| fC) + 9) =| f2)ae + | ez) (2) 


(3) 设 f+) 在 上 可 积 , 则 对 任何 常数 6 ,cf(2) 也 在 如 上 可 
积 且 


(of)az = el fa)az. 
(4) 设 所 z), 9(7) 在 如 上 可 积 , 且 f(z)<gCz), 则 
| redz<| gn). 
特别 当 pf(z)<B 时 有 Bmp | f(z) dBmE. 
(5) 设 f(z) 在 如 上 可 积 , 则 |f(z*)| 在 刀 上 也 可 积 ,县 
| pa se. 


证 我 们 只 证 41)5《2) 中 两 个 等 式 ， 其 余 留 作 练 习 ， 
关于 (1D 式 , 设 信 7) 在 4, 吾 上 都 可 积 , 对 人 在 何 >0, 存在 4 的 
分 划 Ds 及 五 的 分 划 Ds 使 


SCDsPE| zaTej12， SCDs, S| Hz)dz+ej2. 


但 是 将 这 两 分 划 合 并 而 得 分 划 Dz 一 Ds+ Dn， 显然 是 刀 的 一 
个 可 测 分 划 ， 因 此 


[fs Ds f=8(D1 +8 Ds, < 
~ | fet | fart+e, 
由 于 *>0 的 任意 性 , 使 得 


(fen)ar| fryar +t | rear 
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间 样 可 得 相反 的 不 等 式 . 
关于 (2) 式 ， 设 天 7z), 902) 在 召 上 可 积 , 则 对 任何 s 盖 0 存在 
吾 的 分 划 D,, Ds 使 


SD PE| Hz)az 十 e/2， SCDo f) S| g(r)dt+el2. 
作 分 划一 DD.， 则 仍 有 
SCD, <| fe)ar tet2, SD, <| gz) +e/2, 


但 由 于 不 等 式 
inf f(z) +infg(z) Sint [f(z) + 9(2)] supLf(z)+ 967)] 
<supf(z) tsupg(z), 
xEBi, t=1, 2, ,RR 
又 由 于 e>0 的 任意 性 ， 立 得 
[Esa) + 9 ae| for)art | g(ar, © 
同样 可 得 相反 的 不 等 式 ， 证 毕 ， 
下 面 两 个 定型 虽然 在 且 积 分 中 也 有 效 《 因 及 积分 也 可 作 工 积 
分 看 ); 但 是 在 那里 通常 不 予 讨论 ， 
定理 2 (1) 设 f(x) 在 上 可 积分 fz)>0 且 f(z) 
=0, MFC)=0 a.6. 于 FE; | 
(2) 设 fz) 在 妃 上 可 积分 ， 则 对 任何 可 测 集 4CB， 有 


Bm | Fe)az 一 0 (这 性 质 称 为 二 积分 的 绝对 连续 性 )。 
证 关于 (1), 如 可 表 为 


名 


a=U 5| /> |UBLf=0, 
令 = 本 人 > 二 | 则 它 是 可 测 集 ， 但 


* 1" 


0= | fay 二 | fsa 十 | se 


J Ee 


>| (za> mn 


故 二 0, 从 而 mE[f 守 0]=0. 
关于 (2), 设 【f(z)| 志 下 , 当 zB 则 
ra <| IDlrsKa4-0 〔 当 md->0), 


证 毕 . 


§ 4 一般 可 积 沙 数 


我 们 泛 今 仅仅 限于 在 “积分 区 域 " 的 调度 有 限 ， 并 且 被 积 函数 
有 界 的 情况 下 讨论 二 积分 , 原因 是 只 在 这 时 大 ,小 和 数 才能 保证 是 
有 限 的 ， 在 本 节 中 我 们 要 将 “积分 区 域 * 的 测度 有 限 及 被 积 隐 数 的 
有 界 这 两 个 限制 去 掉 , 使 积分 定义 能 适用 二 更 加 广泛 的 函数 类 . 这 
一 扩张 将 分 两 步 来 完成 . 

。 第 一 步 , 非 负 函数 情形 . 

设 f(z) 定 义 在 可 测 集 五 <R'( 不 要 求 mB 之 o0) 上 的 非 负 实 函 
数 (不 要 求 有 界 )， 刚 如 总 可 以 用 一 列 逐 步 扩大 的 测度 有 限 的 可 测 
集 米 遂 近 : 

BE limh,~ Ba. 
例如 , 取 如 .二 EE 门 KK 其 中 . 
Kn= {C2 Bes | 2 | ER 2 
即 以 原点 为 中心 , 24 为 过 长 的 闭 区 间 ， 同 时 f(z) 总 可 用 一 列 定义 
在 B, 上 而 晴 数 信和 随 着 台 逐 渐 增 大 的 有 界 函 数 f(z) 来 源 近 : 
fA SA) ee, limfos) = fe). 
| fz), 3 f(r)<n, 

例如 , 取 f(z)=[jC7)]s 二 min{ 了 (5)， 中 = ww 


"Iie™" 


为 了 利用 已 知 的 土 积分 概念 ， 我 们 还 要 求 每 个 fx) 在 Es 上 
都 是 可 油 的 ,由 于 BL[f 守 4a]= U B.[f 4 二 401， 这 也 就 是 要 求 (7?》 


在 上 是 可 浏 的， 再 由 于 {Ew} 利 {f(z 站 是 单调 列 的 原由 ,总 有 
ox| fae|, he 
因此 
lia f(z) 后 必 存 在 (可 能 是 十 o0). 不 仅 和 如此， 我们 还 可 以 
证 明 这 一 极限 是 不 依赖 于 通 近 列 {B,} 和 {f(z)) 的 选择 而 唯一 确 
定 的 DO， 而 且 ， 如 果 mB <co 且 f(z) 人 在 上 是 有 办 的 ， 则 恰 有 以 
下 等 式 
inm| flz)dr =| cz)azg. 
因此 对 于 非 负 函 数 来 阅 , 我 们 自然 给 积分 概念 作 如 下 的 推广 . 
定义 1 设 沁 z)2>0 在 可 测 集 BCRe 上 可 测 这 时 我 们 定义 
| Cn) = lm|, Ef)JsAr® 
称 为 f(z) 在 刀 上 的 五 积分 ，( 基 中 EB 与 [f(x)], 的 意义 同上 )， 
第 二 步 , 一 般 函 数 (不 限于 非 负 ) 的 情形 
令 产 (z)=maxtf(z), 0 大 (2=max{ 一 Xz) 0}, 则 Fz)= 
产 (z) 一 广 (z) 不 难看 出 , 如果 1z) 在 瑟 上 可 测 , f(z) 与 f(z) 在 


加 “这 由 下 一 节 列 维 (Levi) 定 迎 容易 被 证 明 , 目前 只 疤 知 道 有 此 事 训 够 了 . 
@ 只 须 就 到 一 已 [ 瑟 。， 了 (的 一 [jz)3s 来 证 明 ， 利 用 二 积分 的 绝 灶 连续 性 如 
可 。 
塌 ” 和 如果 我 们 只 关心 mF 之 co 的 情形 (例如 概率 论 中 m 再 所 1) 定 多 也 可 从 简 ， 令 
{fa) Ls — mindf tz), rn}, EE, n=1, 3 
而 定义 
| fa -ml|jrrcen 1.ax 


siil7 +* 


加 上 也 可 测 . 反之 亦 然 ， 并且 对 于 宙 度 有 限 的 可 测 集 瑟 上 的 可 积 
说 数 7) 总 有 


[frar=) 六 te 一 [六 cea、 
因此 对 于 一 般 函 数 来 说 , 我 们 自然 给 积分 妇 念 作 如 下 推广 
定义 2 设 灵 2 在 可 测 集 吾 CRs 上 可 测 ， 如 果 在 定义 工 的 
意义 下 的 | (zx 与 | f(z)dz 不 同时 为 十 o， 则 我 们 称 f(z) 在 


上 积分 确定 ,并 定义 | f(z)dz=| 产 (?7az 一 | f(z)gz 为 1(z) 


在 妃 上 的 二 积分 ,特别 当 此 积分 有 限时 ， 称 fz) 在 如 上 工 可 积 . 

要 注意 , 凡 非 灸 可 测 函 数 都 是 积分 确定 的 , 若 积分 有 限 ， 在 此 ， 
定义 意义 下 是 工 可 税 的 . 

又 几 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 可 积 函 数 ， 一 定 也 是 在 此 定义 
意义 下 工 可 积 的 , 

我 们 现在 来 研究 推广 后 的 积分 的 初 移 性 质 . 

定理 1 (1) 设 m 刀 =0( 但 忆 所 绍 ), 则 对 如 上 的 任何 实 函 数 
f(z) 都 有 | f(z)dz =0; 

《2) 设 天 x) 在 上 工 可 积 , 则 mB[jfj==col 一 0, 即 fz) 在 
上 a.e. 有限; 

(3) 设 f(z) 在 上 积分 确定 , 则 f(z) 在 如 上任 一 可 测 子 4 
上 也 积分 确定 .又 各 如 =AUB, 4 与 刀 尼 可 测 且 4 门 B=- 所 , 则 

[far=) KGz)az+| 7z)ar 

(4) 设 Kz) 在 吾 上 积分 确定 ， 且 f(z)=g(z)a.e. 于 加 ， 则 

4(z) 在 五 上 也 积分 铺 定 , 且 | ,f(z)dz=| 9(z)ari 


(5》 设 天 7),9(#) 在 如 上 非 负 可 测 , 则 
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| EF) 96) = | 7z)az 上 | 9(z)ans 
(6) 设 Kz)》,g(z) 在 已 上 积分 确定 且 fz)<9Cz), 则 
fc | gre, 
证 以 上 诸 性 质 只 须 利用 定义 1 和 2 及 前 节 定 理 1 即 可 简单 
地 得 到 证 明 , 为 示范 起 见 , 只 证 其 中 (2) 与 (5). 
关于 (2), 令 
E,=E[j=+0%], 8.=[f=— 0), 
则 对 任何 a 渤 入 有 
to>| ,FG)2), [PCD)]naz>| os, Le 
= (NN E,), 
可 见 mEsNB,)=0,N=1, 2 es 从 而 
mE,= Yimm( Bf E,)=0, 
同样 可 知 m 思 -=0， 
关于 (5), 对 任何 ,在 及 ,上 成 立 不 等 式 
_ [fOr gr) Is LAEHs + gr) LT) 90) len, 
因此 由 前 节 定理 1 有 
| Ef) + g(a) | EFC)1sdz + | [ols)Jsde 
<|, Lf) +9Cr) loads S| LHz) + g(r) Jnds, 


令 acp, 即 得 ,证 毕 . 
由 于 (3) 可 知 ， 一 个 积分 确定 的 函数 如 果 在 一 个 零 测度 集 上 
随意 改变 国 数 值 , 并 不 影响 它 的 积分 值 , 因 此 , 即使 一 个 函数 藉 z) 


在 瑟 的 一 个 零 测度 子 集 ,上 没有 定义 , 只 要 | ，， f(z) 咎 有 意义 ， 
我 们 仍 可 认为 | ,f(z+) 如 有 意义 ,而 且 不 妨 约定 


a 了 了 + 


ic 5) 属 ， 


也 可 补充 定义 f(x) 在 百 , 上 的 函数 值 ,比如 f(z)==0. 
定理 2 前 节 定 现 1 和 定理 2 对 于 ~- 般 可 积 函 数 也 成 立 . 
证 只 就 线性 关系 , 绝对 可 积 性 及 绝对 连续 性 加 以 证明 . 
(1) 线性 关系 ， 设 fz),9(z) 在 瑟 上 可 积 , 不 失 一 般 性 , 假设 
它们 都 是 有 限 值 函 数 . 
由 于 
(Fa) tI EF zr) g(r), 
(FT HI SFH) + 97) 
及 定理 1 的 (5) 与 (6)， 可 知 fz)+9(z) 在 五 上 可 积分 ， 其 次 ,由 
于 
(FC) fC) + (gz) gz)) 
=f(r) -g(r) 
= (fz) 9(2)* —(f(5) 4 9(2))., 


《KZ 十 BE 十 了 (7 十 9 (ry) 
= TD + (+g (2), 
由 定理 1,(5) 恒 有 


| ce gay) ast{ fC) + |, -Co 


一 | ,G4 gD) der{ fC) + | rc)ae 
移 项 得 
| Ka) + g(r)]1dr= | ,frye + | ora 
设 7) 之 0 在 至 上 可 积 , 对 正 数 ,下面 证 明 
| cf)ar =e] fr) 01) 


+ 120 


事实 上 ， 
?项 


一 
人 oz- FD | 


厂 以 。 二 霹 f(z? 酉 = 天 | zaz。 从 而 又 有 
一 咕 一 
| Fr) 本 = | Hf) et | 二 KGz)as 
如 项 


一 一 一 人 
=| [f+ tA | 


二 


-Me 


设 。 为 正 无 理 数 , 到 两 个 正 有 理 数 列 {7w} 与 (ra} 使 7s->c，7% 
一 0c, 且 ?4 之 6 之 7, 于 是 


rn) fa = | ofr) dr | ef Cz)0 S| rs fz)a 
=r | fryar. 


今 %>co, 得 c| Faz)er = | er) 


不 难 证 明 对 c<0 时 , 式 (1) 仍 成 立 , 从 而 对 一 般 情 况 , 即 f(z》 
椒 限于 非 负 的 , 式 (1) 还 是 成 立 的 . 

(2) 绝对 可 积 性 设 共 z) 在 吾 上 可 积分 , 由 于 [C72)| = 二 了 (3》 
十 J"C2), 由 定理 1 (5) 得 


fa = {Ca + {fe)ae, 
所 以 1Kz)i 在 如 上 可 积 且 
[tete= | Fa t | oa 


sil" 


ee 

(3) 绝对 连续 性 ， 设 f(x) 在 畏 上 可 积 , 风 | f(z)| 在 上 也 可 
积 , 从 而 对 任何 >0, 存在 No, 使 

Elf —|, Es) sd <e/2. 
另 一 方面 , 由 于 有 界 可 积 菌 数 有 积分 的 绝对 连续 性 ， 故 对 此 s， 又 
存在 6>0, 使 当 4CBw 只 mp4<6 时 ， 有 | [if(z)1]viz<<s/2, 因 
此 当 4C 加 上 朋 m4<6 时 恒 有 
中 Ke 和 | 和 | Ka 


[网罗 


last | Ci lI +, ED 


< Mat CI-IMiaoe+| fl 


~ 在 


= 人 HI- CHDam+ 人 EDstz<e/2+e/2=e， 


CE 
即 当 m4 二 0 时， | Fe)me-0 证 举 . 


值得 注意 的 是 由 于 世 可 积 函 数 具 有 绝对 可 积 性 ， 所 以 工 积分 
是 一 种 绝对 收 往 积分 ， 而 召 广 浆 积 分 不 必 为 绝对 下 化， 因此 工 积 
分 虽 是 五 积分 的 推广 , 却 非 吾 广 叉 积 分 的 推广 。 

例如 在 五 广义 积分 理论 中 , 无 穷 积 分 


ainx 王 
FS- 
一半 2 


而 在 工 积分 理论 中 ，| | 
函 的 荆 可 积 数 . 
例 设 f(z) 在 忆 =[a,5] 上 可 积 , 则 对 征 何 >0, 必 存在 及 上 


422。 


dr = oo， 所 以 92 不 是 (0， +o0) 上 


的 连续 炒 数 plz), 使 
| If(2) g(r) dre, 
证 设 es= 妖 [1f1>#], 由 于 攻 z) 在 上 a.e. 有 限 ， 喜 me 


>0, (na—>00), 


由 积分 的 绝对 连续 性 , 对 任何 a>0, 必 存 在 放 , 使 


Taes<| IC)1dr<el4. 


令 Br 一 吾 \ew 在 Bx 上 利用 普 津 定理 ， 存 在 闭 集 vc 中 w 和 
在 R! 上 的 连续 函数 wp(z) 使 


C1) 有 (BNP < Tm; 


(2) ZEFy HM, Fr)= w(x), supl p(x) =sup|f(z)| SN, 
Fm lf-p one | fs) pa) a 
十 | lf(5)— g(r) dz 


<| olet| Iola th lf) -pe 


ee 。 A 
TN mrt2N Ty 十 本 十 也 起 


$ 5， 积 分 的 极限 定理 


本 节 主 要 讨论 积分 与 极限 的 交换 问题 ， 我 们 将 看 到 这 问题 在 
工 积分 范围 内 得 到 比 在 忆 积 分 范围 内 运 为 完满 的 解决 , 这 正 是 工 
积分 的 最 大 成 功 之 处 . 

我 们 先 讨 论 一 般 可 积 活 数 的 情形 ， 然 后 篆 讨 论 非 负 可 测 咏 数 
的 情形 , 


" F233. 


定理 1( 勒 风格 控制 收 敏 定理 } 说 

(1) (六 (zz 是 可 测 集 召 上 的 可 测 函 数列 ; 

(2) | 疡 (z) F(z) ae. 于 忌 2=12…, 且 F(z) 在 吾 上 可 
积分 ( 称 {f(z 妇 为 FCY) 所 控制 ,而 F(z) 则 控制 函数 ); 

(3) frt7)=>7(7), 

由 共 z)? 在 吾 寺 可 积分 且 
lim| fz) ={ fa. 

证 由 于 f(z)>f(z), 根据 Ricesz 定理 ， 存 在 子 到 {f(z)} 
a.e. 收 侣 于 人 xX), 出 [fAT) RX) a.6. 于 加 ,得 | 用 7)| 夺 F(Z) 
a.8. 于 五 ,因为 RZ) 可 积 ,得 到 所 z) 在 如 上 大 可 积 和 的， 同样 说 明 
每 个 六 人 (z) 在 吾 上 是 可 积 的 ， 

因为 FLY) 在 情 上 可 积 , 由 二 积 分 的 定义 , 对 任何 e>0， 存 在 
>0, 使 

| rc)ar <) cz + 名 ,， 
由 此 得 


[ Fr)dr = | rom 一 | F(z)dr < 三。 


NE 
又 由 积分 的 绝对 连续 性 得 知 ， 存 在 5 二 0， 使 可 泗 集 e 忆 请 且 
me*d 时 ， 


| Fz) dz < 下 
对 此 5, 叉 由 f(tY) 过 HZ), 所 以 存在 入 >0, 使 当 # 汪 六 时 ， 


: 
| | 天 一 一 5. 


ee 
SCmBr + 1 


HB IT : 


于 了 村 


则 


BNE FT<a 
由 于 吾 =HsU (BAIIDU (ENB), 则 当 n> 时 ， 
| [fC —| fe)ar|=|{ EF:C5) #0) ae | 


<| ， fe) flart| (fC2)— Fr) lds 


站 
二 |， Ha -Har 


+2| ,F(z)dr +2 | rowe< 训 十 苇 十 车 =e. 
证 毕 , 
推论 1 将 条 件 (3) 改 为 f(z) 一 f(z) a.e. 于 已 定理 结论 
仍 成 立 . | | 
推论 2 设 mB<<co， 将 条 件 (2) 改 为 fu(z)j 扫 下 (常数 )% 
1,2,…, 如 果 户 (z)->Fz) ae, 于 加 或 户 (z) 一 六 rz)， 则 定理 结 
论 还 成 立 . 
两 个 推论 的 证 明 留 作 练习 . 
定理 2 ” 列 维 (Levi) 设 {f(x)} 为 可 测 集 万 CR* 上 的 一 列 
非 负 可 测 函 数 , 且 在 妃 上 有 疡 (z)< 几 (za 一 1 2,…, (单调 列 ) 
令 fz) 一 limfn(z), 网 
lim | Fs) da=| faz. . 
证 首先 ,由 于 {f(z)}) 是 单调 浏 , 所 以 
f(z) 一 limf《z) 存 在 ,可 测 而 且 f(z)<<f(z)， 


改 由 前 节 定 理工 的 (6) ,| ,f(z)dr 二 | ,f(zyar, 从 而 得 
lim| 六 (z)ac<s| fs)de, 


| 
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其 次 , 为 了 得 到 相反 的 不 等 式 ， 对 于 轿 定 的 六 >0， 考 虑 可 测 
消 数 询 : 
[FPCZD]w Lfy ytT Oly Le 
在 Ex 上 它们 都 有 定 浆 而且 不 难 证 明 
lim[L f(x) ls = [f(T) (1) 
事实 上 , 设 zoEEw， 如 果 存 在 no 写 N 使 记 ,(Cx0) 六 , 则 对 8 汪 
2 及 (zol 六 ,从而 f(x0) 守 入 , 规 (1) 式 成 立 ( 入 = 入}， 如 果 对 
任何 # 守 入 ,有 天 C70) 寺 N 则 fx) 入， 这 时 (1) 式 成 为 
limfat zx0) = (20), 


总 之 无 论 哪 种 情况 , (1) 式 都 成 立 ， 因 此 
| fC)Jsar = lim[faC) rae 
lim|, [fs) sd Clim| roae 
(第 二 等 式 由 控制 收 敏 定理 得 知 )， 


履 有 | Ka) 如 = tm|。[fCp]va<tim| f(r). 


所 以 得 到 lim| f(z)az = | Fr)ar. 证 毕 . 


定理 3( 工 未 项 积分 定理 ) 设 {jf(z)} 是 可 测 集 已 和 3 上 一 
列 非 负 可 测 函 数 , 则 


[{ Bro = 于 | .PKz)， 
Was 1 n=1 


证 , 设 gr(z)= 了 IJ.(z),a=1, 2,…， 则 {gx(z)) 为 可 上 非 负 
可 测 函 数 的 递增 序列 ， 由 Levi 定理 有 | 


二 站 全 


| img ds = lin| oz 01) 


但 是 mg 一 da) | 0) = | ft, 


代入 (1) 式 即 得 ， 证 毕 . 
定理 4{ 积 分 的 可 数 可 加 性 ) 设 7) 在 可 测 集 ECR 上 积分 


确定 , 且 忆 U 下 ,, 其 中 各 8; 为 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 
| fC = 3), fF), 
41 
证 设 
f° (7), sEB,, 


网 二 =1,2, sy 
fn(F)= ho zeEE\E,, 


则 各 f(z) 为 互 上 非 负 可 测 卫 数 且 51f,(z)=f"(z)， 由 前 节 定理 
1 的 (3), 得 

| .Po =| fc)yar， 
应 用 逐 项 积分 定理 即 得 


| Ve fr, 


同样 可 得 [f= Df fs. 


由 于 f(z) 在 瑟 上 积分 确定 , 故 上 面 两 个 正 项 级 数 中 至 少 有 一 
个 是 收 敏 的 。 因 此 两 式 相 减 即 得 
| Hn)dr= | FC) | fC) 
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-| roaz 一 于 | f-Crydr 
i n=1" Ea 


= ,Fe roo)- D3 | ,fi), 


定理 5 (Fatou 引 理 ) 设 {f,(z) 是 可 测 集 CR 上 一 列 非 
负 可 测 函数 , 则 
| imrCzyazstimf rz)ar， 
证 设 ga(z)=inftfn(z), 户 oz)， 
则 {gs(z 轨 为 可 上 非 负 可 测 函 数 递增 列 且 
limfaC2): limg(x) 


"R= 1,2,"", 


由 Levi 定理 
| Himfo(r)d= | limgs(z)dzr = lim| ga(T) dx 
7] i |] £ 
=lim| ga(s)dr 
Slim| f(z)d. ( 因 ga(2)<<f,(z))， 证 毕 . 


值得 注意 的 是 , Fatou 引 [ 理 中 的 不 每 号 是 可 以 实 更 的 ， 


例如 ， 
设 


各 


中 | 十 
从 
起 

所 

中 | 一 


Ho- 1 1 
因为 limf(z) 一 0, 所 以 人 iafs(z)az 一 6， 又 有 


1 1 2 al i 1 

| rm=[ oa+| dz+ | 0- 血 = 汪 ， 
1 自 17 8 和 7 

+ 128 。 


故 得 
lim| fr) - 寺 . 


所 以 (inf ar < simf foals) 
定理 4 设 f(z,1) 为 答 形 
Cr, | as 有 
上 的 二 元 函数 , 固定 4E[a, 81, f(z, 1) 为 2 的 可 积 函 数 ， 如 果 对 几 
乎 所 有 ,函数 f(z,4) 对 4 有 偏 导数 , 并 且 存 在 [a，5] 上 二 可 积 函 
数 Y(z), 对 4E[a, 有] 及 充分 小 的 |i] 有 
Fete gs) ae 于 [ww (0) 


则 | f(z, Daz 在 [c, 8] 上 有 导 范 数 , 且 


gr? * 如 
[fs (dz—| 元 f(z， ty dr. 


证 芷 取 乓 [Le 21, 并 储 取 一 到 和 一 0(24 夺 0), 使 # 二 ELa, 
万] , 则 站 >ee 时 ,对 fa, 58]j 中 几乎 所 有 x, 部 有 
Fir, f+h)— fr, £) a 
有 "3 Cr, ts 


再 由 (1) 式 , 利用 定理 1, 便 知 
四 2 fx, th fxr, £) 有 ”可 四 
| = 有 cpu 证 和 


例 证 明 


二 
lim| ln(r+n), -roos zd 一 说 . 
中 0 


证 设 
fntt)= -人 二 Reveos + 


不 难 验证 , 当 # 一 Sc 肝 , .C7) 一 0， 
. ® 129 +" 


又 因 全] 一 -<0, 当 !>3 


所 以 , 当 % 主 3, 1 之 0 时， 


artf 光 二 名》 届 十 他 Jn《z 二 各) 天 二 外 ln3 ~ In3 (1+2) 
如 及 TR “及 3 “3 ? 


从 而 便 得 


fa)1<-3 (1+z]e-， 


但 是 不 等 式 右边 的 函数 ， 在 [0, + cc? 上 是 三 可 积 的 ， 由 定理 1 的 
推论 1 , 即 得 


lin| .AP.Cz)iz=| Vimfalz)ar—0. 证 毕 ,， 


§ 6， 勒 贝 格 积分 的 几何 音义 ， 定 比 尼 
(Fubini) 定 理 


到 目前 为 止 , 我 们 讲 测度 也 好 , 积分 也 好 ， 都 是 就 同一 个 z 维 
空间 来 考虑 的 ， 现 在 我 们 将 考虑 不 同 维 空间 的 可 测 集 及 测度 ， 并 
研究 其 间 的 关系 ， 这 样 就 不 仅 可 以 得 到 工程 分 的 几何 解释 ， 而 且 
还 可 以 导出 重 积分 化 累 次 积分 的 重要 公式 ， 

定义 1 设 4CR?,BC Re 为 两 个 非 空 点 集 ， 则 Rers 中 的 点 
集 {(x, 扩 )izEA,yEB}D 称 为 4 与 的 直 积 , 记 作 4xB， 

注意 , 一 般 说 来 , 4x BBx 村 

例 工 Rri?= Rx Be 

例 2 二 维 区 间 

{ry orb, ayS5} 一 [ai, Bb] x La, bs]. 

他 这 昌 是 

站 
的 篇 号 ， 
"i30" 


例 3 三 维 柱 体 
{Cz, 2) et yl, O21} = {Cx, 9) 2 yl} x £0, 11. 
定 习 2 设 轴 蚌 如 ”7 中 一 点 集 ,z 是 正中 一 国定 点 ， 则 刺 
ER?| (ro, yOEB} 
称 为 加 关于 zo 的 截面 (图 5.1), 记 为 8D, 


图 5.1 
容易 验证 ; 直 积 与 截面 具有 下 列 简单 性 质 : 
(1) 各 果 41 忆 4s, 则 A1x BC.Asx BB; 
《2) 如果 4 站 4= 2 则 (A1 x BN (dsxB)= i; 


(8) (U4) B- U (A; x BY, 
(人 4)xB= 门 (C4:xB); 
i 
《4) Cd 4A,) x B=tA,x B)\(4, 兴 B)s 
促 当 振 岂可 定 交 五 关于 yré Rr 的 截面 


Lat Rs| (x, #0) EE}— Ey,s 
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《5》 吉 果 4 二 4 册 (4yrC25 4 
(6) 如 时 4 站 4 二 名, 则 (CA 站 (4 一 说: 


(7) (U 4 = U CA), (C4) = (1 CAi)ss 


(8) CANA2) = CA NC Aa) 

例 4 设 户 CR? 到 导 R" 为 半 集 .人 CR?, CB" 为 开 集 ， 则 
为 RR 中 的 站 集 和 开 集 . 

证 ”由于 人 6 与 为 开 集 ， 所 以 对 任何 2=(z;, XDEG x 6G， 
让 在 邻 域 2， 了 CG 与 Vo(xe， 7?) 己 G,， 不 难 还 明 (z, 7) 喧 
Uv UG XG 构 GXxGs 为 升 集 ， 

因为 Fx CC 所 Xx 加 下面 证 明 相反 的 包含 关系 设 #= 
(rr)ERFI KB, 但 £2EF x F, 则 XiERP, 或 zzEF， 不 妨 刘 EE 
,由 于 FF 是 闭 集 , 用 前 结论 ,CN Xx RB? 是 开 集 目 YECF! x RR?. 又 
国 为 

(OF x RONMNCR, x Fe) = 弛 ， 

所 以 x 所 x 可 ( 巴 盾 ), 故 请 Xx 本 己 # x Fi， 于 是 得 到 Fx 下 一 
ix ,有 即 Fx Fa 为 Rr*? 中 胸 闭 集 . 

正面 的 重要 定理 给 我 们 提供 了 一 个 由 低 维 济 度 求 高 维 测度 的 
工具 . . 

定理 1 {截面 定理 ) 设 8CER?' 是 可 测 集 , 则 

(I) 对 于 BR? 中 几乎 所 有 的 点 +,B; 是 RK? 中 可 测 集 ; 

(2) m 豆 ; 作为 z 的 区 数 , 它 是 Rh? 上 a.e. 有 定义 的 可 测 函 数 ; 

(3) mB = |, mB.ar. | 


证 我 们 只 {对 轨 是 有 界 集 加 以 证 明 ， 因 无 界 集 总 可 以 表示 为 
可 数 个 有 时 可 测 集 的 并 , 

从 特 丈 到 一 般 分 二 步 米 证 明 。 
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(1) 万 为 区 间 ( 左 开 布 闲 ) 的 情况 . 
设 吾 = 关 A， 其 中 心 ,和 分别 是 吾 及 吾 : 中 左 开 右 财 区 间 ， 

则 
-1 
|, 并 忆 起 ， 
及 祝 吾 ，- 和 
(0， TEA, 
最 后 由 区 则 体 税 的 定妆 得 
mB=1AxAl=|Al|A | =| ,mB,dr. 


C2) 互 为 开 集 情形 . 


走 吾 -为 品 中 可 测 集 ， 


‘I 


页 mF 为 R* 上 简单 国 数 。 


设 召 = [了 其 中 各 大 是 Re"* 中 互 不 相交 的 左 开 有 有 闭 区 间 ， 
4 三 1 
出 二] 579。 让 CD 各 (70。 是 Rr 中 可 测 集 ， 所 以 想 也 可 测 . 
又 因 各 (7 。 互 不 相交 ,所 以 
mn SmI an 
由 (1 各 wm(1,)s 都 是 R? 上 的 可 测 国 数 , 所 以 mB。 也 是 可 测 的 。 
最 后 
mB= Sm SI ,ms 


=| ,Sm yd =| md. 
JP .下 
(3) 吾 是 人 型 集 情 说 . 
设 8:: 门 6, 其 中 各 G 是 + 中 的 开 集 ,是 41 祈 Gs 祷 …， 
= 


昌 3$+ 


(G, 型 集 总 可 以 办 到 这 点 )， 则 已 = 站 (G,)。 由 ( 各 (Gb- 都 是 


RR 中 可 视 集 ,所 以 吾 , 也 是 可 测 的 ， 
丸 因 mG) 之 55, 且 ( 人 1)s 必 (G2): 刁 …， 根 据 第 三 章 $ 3 定理 
9, 所 以 
mBs=limm(G,)s, 


由 (2) 各 mtG;) ,都 是 BF 中 的 z 的 可 测 国 数 , 因此 m 吾 ; 也 可 测 ， 
最 后 mB=lim mGa=lim| ,m(G)sdr 


=| ,iimm(G)saz =| mB,dz, 

《第 二 人 筝 式 由 (2 第 三 等 式 由 控制 收 化 定理 )。 

(4) 百 是 零 集 情形 

设 吾 是 Rr'* 中 零 集 ( 即 零 测度 集 ), 这 时 总 存在 BR?'? 中 型 
集 G 二 8B, 使 mB 二 mG 一 0, 但 由 (3) 有 0—mG=| ,mG 所 以 
mGz==0 a.e. 于 Rr(§ 3 定理 2(1) 之 推广 )， 于 是 再 由 BG 就 
有 mE 一 0 .8. 于 Rr, 有 mB | ,mBads. 

(5) 五 是 有 界 可 测 集 . 

设 记 =ON\N, 其 中 与 WN 分 别 为 R?*r 中 Cs 弄 集 及 零 集 , 如 
汪 B( 第 三 章 § 4 定理 站 ,由 于 B=: GANz 由 (3) 4) 再 。a.e, 是 站? 
中 可 测 集 ， XK mB 一 mi mM om a.e. 于 五 ?， 故 由 (3)， mE 
是 Rf 上 3.8. 有 定 六 的 可 测 酌 数 ， 


最 后 mE=mG =| .mGedz=| s MB, dy, 证 毕 ， 
.Rn 下 


定理 2 ” 设 4,B 分别 是 Pr, BR 中 的 可 测 抹 , 则 4X 是 Re*" 
中 的 可 测 集 县 m(4x BB)=m4.mB 
"34+ 


证 先 证 4xB 是 Rr’ 中 可 测 集 ,不 妨 设 4，B 有 界 , 4C1， 
BCI*I,1* 为 有 限 区 间 ). 

由 于 4, B 可 测 , 对 任何 e 守 0, 总 存在 BR? 中 的 开 集 日 及 闲 集 六 
和 Bs 中 的 开 集 G+ 及 闲 集 * 使 

FCACGCI, F*CBCG*CI™, 
且 
mG\F) <ef21Tt| 及 mCG*\T*) ef21I|. 

由 最 后 的 两 个 不 等 式 , 又 分 别 存 在 BR，R? 中 开 区 闻 列 巡 及 

{7 使 
FCUI, GFL 


且 之 ;151<e/21 天 |， 之 | 妇 1<e7217|， 


由 例 1 知 GxG* 与 下 x 分别 是 Rr+!s 中 的 开 , 闲 集 ,是 
GxO\Fx Pr=Gx (GF (OF) x G*C 


CIx (GN\ FOYU OR TC U (Tx 1) 
U U x1 
以 及 Et ER IDI 
+ BI <e. 


可 知 max 人 
由 于 2 的 任意 性 , 易 证 4xB 是 可 测 集 . 

其 次 ,4 x8 既是 可 测 的 , 由 定理 1, 对 于 zERr 有 
B,zEA 


(4x B= ea 


所 以 m(AxB)=|, (Ax BY) dr -| mBdr=mA.mB. 证 毕 
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定义 3 (上 下方 图 形 ) 设 fz) 是 ECR" 上 的 非 负 函数 , 则 R**+ 

中 的 点 集 
{zx, 2) [EB, 0<2< fr)), 

称 为 f(x) 在 恕 上 的 下 方 图 形 , 记 为 G(E, 内 . 

定理 3 ( 非 负 可 测 范 数 积分 的 几何 意义 ) 设 fr) 为 可 测 集 
吾 瑟 如 ”上 的 非 负 国 数 , 则 

(1) 82 是 吾 上 的 可 测 刺 数 充 要 条 件 是 G( 吾 , 户 是 Pr+! 中 的 
可 测 集 ; | 

(2》 当 f(x) 在 如上 可 测 时 ， 

| fx) ma(E, f). 

证 设 f(z)-c( 党 束 )>>, 则 GCE 内- 上 所 
以 由 定理 3, G(B, 让 是 R"*! 中 的 可 测 集 . 

设 了 (2) 为 上 的 简单 函数 ， 这 时 因为 对 于 吾 = U 到: (各 辟 ， 


可 测 , 互 不 相交 ), 总 有 Q(B, 了 == G04B; ,了 ), 故 G8, 了 可 测 . 
设 疙 7) 是非 负 型 测 国 数 , 由 第 四 章 8 1, 定理 7 总 夺 在 一 列 简 
童 国 数 :0 委 P() 委 atz) 近 …, 使 


limgat?) = 1(2), xEE, 
不 礁 证 明 , G(E， PTCG(E, PC 卫 . 


1 GCF, pw 一 GBP 下 ， 
=1 


从 上 面 已 知 各 GC8, gp.) 都 可 油 , 所 以 GCB, 扩 可 测 。 


二 此 等 式 的 成 立 同 下 方 图 形 中 末 用 了 0 才 z 之 1x) 不 是 采用 了 0 所 2 所 f{z) 有 
闫 . 
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反之 , 如果 G( 互 , 及 古 可 测 的 ,由 定理 1,mGs CE, 了) 是 在 B* 中 
a.e. 有 定义 的 可 测 函 数 , 且 
Tx), xEBR, 
mG (Ef) = 和 zxEE, 
所 以 f(z) 在 上 可 测 且 
| fdr =ma(E, f). 
推论 1 设 f(7) 为 CR* 上 的 可 积 函 数 , 则 
| fdr = mB, 1)—mO(E,f-). 

推论 2 ”可 测 范 数 f(z) 在 BCR* 上 可 积分 的 充 要 条 件 是 
mG(E, 了 1) 与 mG(E, 了) 都 是 有 限 的 . 

由 土 而 的 商 个 定理 立即 可 以 导 由 Fubini 定理 , 它 说 明了 高 维 
积分 与 低 难 积分 之 问 的 联系 ， 也 就 是 数学 分 析 中 重 积分 化 果 次 积 
分 的 推广 

定理 4 (Fubini) (1) 设 f(P)=f(x,) 在 4x BCR**r(4， 
BB 分 别 为 Rr 与 Rs 中 之 可 测 集 ) 上 非 负 可 测 ， 则 对 a.e. 的 xE4， 
ffz, 的 作为 了 的 函数 在 已 上 可 测 , 且 

| 7CP)aP =| a foe, oy (1) 

(2) 设 f(P)=f(z, 引 在 4x BCRBr'* 上 可 积 , 则 对 a.6. 的 xE 
4,f(z,9) 作 为 y 的 函数 在 上 可 积 , 又 | f(x，#) 和 y 作 为 > 的 杰 
数 在 4 上 可 积 且 (1) 式 成 立 . 

证 (1) 由 定理 3,GCdx 吾 , 门 是 Br 中 可 测 集 , 旦 


mG(AxB, =| KKCP)dP， (2) 
但 是 由 定理 1, 可 得 . 
ma(AxB, 1) =| ,mGCAx B, fedz, (3) 


[a 
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其 中 被 积 函 数 a. ct, 有 意义， 由 于 

{Cy,2) 1yEB, O02 f(r, 9)}, rEA, 
2 ， 和 所 过 ， 
所 以 对 于 2Ed 这 截面 实际 上 就 是 将 国定 后 , f(z, 四 看 作 是 8 的 
随 数 时 , 在 五 上 的 下 方 图 形 CCB,fuar)， 于 是 当 这 截面 可 测 时 
由 定理 3 有 


mOCAx B, ,= mG(B, ee fj yay (4) 


从 公式 (2),53) 和 (4) 即 得 公式 1) 
C2) 设 天 在 4xB 上 可 积 , 则 六 (CP), J7( 忆 ) 在 4xB 上 也 
可 积 , 对 它们 分 别 应 用 式 { 呈 DD, 相 减 即 得 


RioGCAx B,f),- -| 


=| az.Pee， Way—| dr) fs, PBL 
-lle 9) 
={ 可 | (ff) 


(这 里 | Fray，| f 各 作为 z 的 函数 ,显然 各 在 4 上 可 积分 ， 因 此 


有 第 三 等 式 , 而 且 知 两 积分 在 4 上 ae, 有限, 由 此 又 知 对 a.e. 的 
xE4, ,了 在 B 上 可 积 , 所 以 有 第 四 等 起 , 而 且 知 对 3.6. 的 x4， 
ftz, 引 在 BB 上 可 积 

广 意 , 公式 人 4) 换 成 
照样 成 立 ， 当 然 定理 中 其 些 字母 都 要 作 相 应 的 对 请 
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读者 可 以 回 亿 一 下 ， 在 五 积 分 理论 中 重 积分 化 成 累 次 积分 所 
要求 的 条 件 比 工 积分 理论 中 要 多, 这 是 二 积分 的 另 一 个 成 功 之 处 ， 

从 Fubini 定理 , 我 们 看 到 , 只 要 重 积分 有 限 , 它 就 和 两 个 景 次 
积分 相等 


例 5 设 f(z,)=porpz5: 定 义 在 B=《0,1)x(0,1) 上 ， 则 
可 算出 


1 1 这 
dz 站 二 下 ， 
| | fe 上 4 


1 —1 Tt 
a | «=| ldy 一 -下 
| ” thyly f ol gy M 4 


由 Fubini 定理 , 肯定 f(z, 拉 在 且 上 不 可 积 ， 


§ 7 有 界 变 闫 函数 


本 闻 主 要 内 容 是 介绍 一 业 重 要 坡 数 一 一 有 界 变 差 国 数 . ,在 历 
史上 它 是 在 考察 弧 长 的 存在 问题 时 首先 被 引入 的 . 让 我 们 就 从 这 
方面 谈 起 ， 注 亦 本 节 讲 的 实 国 数 都 是 在 BR' 中 的 情形 . 

在 教学 分 析 中 已 知 , 弧 长 是 作为 内 接 折 线 长 的 极限 而 定义 的 ， 
正如 召 积 分 一 样 , 它 还 有 一 个 等 价 的 “ 确 界 式 ” 的 定义 ,对 平面 曲线 
来 说 , 那 就 是 

定 尺 1( 弧 长 ) 设 C 是 平面 上 一 条 连续 线 ，zx 一 p(t)，# 二 
1), Ct, 是 它 的 参数 表示 , 这 里 ptt),， Wtz) 为 Lg， 记 上 的 
连续 函 烤 , 相应 于 区 间 -&, 8 的 任 一 分 划 

和 :一 本 
得 到 C 上 一 组 分 点 已 一 (六 人 站， 由 (77 二 0,1,2,*…, nn 设 依次 过 
结 各 分 点 P; 所 得 内 接 折线 的 长 为 (PT)}， 如 果 对 于 [&, 月 的 一 切 
分 划 了 , {L(T)} 成 一 有 界 数 集 , 则 称 C 为 可 求 长 的 , 并 称 其 上 确 界 
L=suprL(T) 
"II9 em 


i. 


为 0 之 长 
现在 来 研究 连续 弧 可 求 长 的 充 要 条 件 . 
首先 


LOT)= Dp) pt) 
了 
由 于 


从 


ZIP) pt)| 和 和 I) yt) 部 


f= 


< To) ~ pe OF Tp BE DF 


下 一 


ollie -一 及 (人 -1 干 [pe — BE .|], 


立刻 夺 出 {LCT)} 有 界 的 充 要 条 件 是 [4,8] 的 一 切 分 划 了 部 使 
rco- pl IRISI 6 Ye 
成 为 有 界 数 集 ， 
定义 2 设 了 (7) 为 [a,6] 上 的 有 界 硝 数 , 如 果 对 于 Ta，5] 的 一 


切 分 划 了, 使 ) Z 17(z0 一 fa -0 代 碟 一 有 界 数 集 ， 则 称 及 z) 为 
Fa, 菇 上 的 有 界 变 差 国 数 (或 天 变 函 数 ), 并 称 这 个 上 确 界 为 1(z) 在 


La,6] 上 的 全 变 差 , 记 为 VY (f)， 用 一 个 分 划 你 成 的 和 数 


之 : fr) — f(r.1) | 


称 为 J(z) 在 此 分 划 下 对 应 的 变 闪 。 
因此 得 到 
140。 


定理 1 连续 弧 +=p(7),y 一 (1), StSA， 可 求 长 的 充 要 
素 件 是 pC1) 与 w(t) 都 是 [, 有 上 的 有 界 变 差 函 数 . 

现在 我 们 集中 研究 有 界 变 莹 函数 . 

首先 ,不 舍 看 出 在 有 有 限 闲 区 疗 上 满足 利 普 希 获 (Lipschitz) 条 
件 的 函数 是 有 界 变 差 函 数 ; 另外 在 有 限 闭 区 间 上 的 单调 有 限 最 数 
也 是 有 界 变 差 落 数 , 因此 有 界 变 差 函 数 不 一 定 是 连续 函数 , 但 是 反 
过 来 , 连 绪 台数 也 不 一 定 是 有 界 变 荣 函 数 , 例如 

1reos 苑 ， 0<Ys1， 
f(z)=| 


0, t=0. 
显然 它 在 [0, 1] 上 是 连续 函数 . 
如 果 对 [90,1] 取 分 划 
. 了 1 . 1 .1 
则 容易 证 明 
了 严 如 
Df -f= DF 
二 一 了 = 


i=1 


从 而 得 到 
i 
VY (=%. 
LD 


定理 2 (1) 设 灰 z) 在 Fe, 妇 上 有 界 变 差 , 由 也 在 任 一 子 区 闻 
Fe Di] 上 有 界 变 差 . 又 如 “<c<5，fz7) 分 别 在 Le 5 及 [2 世上 
有 界 变 差 , 则 f(x) 在 [a, 5] 上 也 有 界 变 装 且 


b 5 也 
WCGD-=WOD5 (有 ); (可 加 性 ) 


(2) 设 (7) 在 [a,5] 上 有 界 变 差 , 由 7(?) 在 [a,5] 上 有 界 ; 
(3) 设 J2), 多 XY) 在 La, 上 都 是 训 界 变 差 ， 则 17) 土 9(2)， 
141* 


藉 z)87) 在 ftc. 执 上 有 界 变 整 ， 
证 (1) 对 [a,51] 任 取 一 分 区 
Ta = or Ob, 
对 应 的 旋 差 为 六 ,而 联 4 过 4 过 之 站 攻 5 为 [a, 站 的 一 
分 刘 人 TT,, 其 对 应 变 差 为 站, 最 然 有 


各 
Ver EY OO 


所 以 (用 二 (Ff), 即 f(z) 在 [a1, 581] 上 有 界 变 其 ， 


对 Fa, oj 作 一 分 划 了 了,， 其 对 应 变 莽 为 F， 再 播 人 一 分 点 5， 得 
又 一 分 划 
To To= MH t= b, 


其 中 zm =e, 1<<m<<n, 其 对 应 上 变 莽 为 Vo 计算 得 
Vpo= > (fer) — fr) + f(z) f(r) 
其 中 咏 , Vs 分 别 为 [a,eJ,[e,5] 上 的 变 差 ， 由 此 得 到 
veV D+ V (月 ， 


志 四 [| 
所 以 YY (让 和 和 V( 让 + 和 Y (fY， 这 说 明 f(z) 在 [a,8] 上 为 有 界 变 


董 国 数 . 

其 次 证 明 相 反 的 不 等 式 

对 [4,2j 与 [e, 如 分别 任 取 两 个 分 划 

Ti oan D2 0 CA Tb, 
得 相应 的 变 盖 分 别 为 


+ 了 2 


Pi = 全 ,| fg 一 Fa -1 


Ts 人 1FCzs) 一 fs -0D|， 


和 将 上 还 二 组 分 点 并 起 来 , 则 得 到 [e, 的 的 一 分 划 , 其 对 应 变 莽 为， 
且 有 
r= LA 十 >， 


由 此 得 VetmeV ORY DY DEV GD 
总 起 来 即 得 
V (+ V (六 = Vn. 
(2) 对 于 o<z<6 有 : 
一 17(z) 一 Pa)T D-NY GO 
从 而 
HEDisIKol+ VCD， 


C3》 设 s(x7)= 了 C7) 十 gC7), 则 
sx)— etre) | IF{z) — fre.1)| 
十 [gCze2— gtr 1)|, 
从 币 
6 b b 
VoeVD+Y oe), 


所 以 s(x5) 为 有 界 变 差 尔 数 . 
辐 理 可 和 证 人 7) 一 g(7) 是 有 界 变 盖 函数 . 
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其 次 , 设 27)=J(z)-g(z)， 令 A=sup|f(z)|<%%， 
B=suply(z)| (<, 风 
[pre — pire | fr gr) fr Ng(z)) 
+ [flr g(re) -f(r tg rs) | 
EB GE) — Fr) | Alg (ze) -9 CEs)! 
从 而 


加 B b 
VSBVWiAY) 


配 5)9(7z) 为 有 界 变 姜 沙 数 .。 证 毕 . 

前 面 浊 到 [a, 6] 上 的 有 限 增 隧 数 居 有 界 变 差 消 数 ， 由 定理 2 
知 , 两 个 有 限 增 销 数 的 差 还 是 有 界 变 差 消 数 。 反 之, 我 们 有 下 面 重 
要 结论 . 

定理 3 (Jordan 分 解 ) 在 [a, 雪上 的 任 一 有 界 变 克 函数 f(z) 
都 可 妻 示 为 两 个 增 函 数 之 束 . 


证 由 定理 2 知 9(7)-: 及 ( 门 是 ro, 5] 上 的 增 函 数 . 


令 R(x)=9(7)—1(7) (1) 
不 难 证 明 ECY) 是 [a,5] 上 的 增 明 数 . 
事实 上 ， 对 于 vb 有 
h(x — ht) = ra — ge) — Lie) — f(r)] 


= VCpD-[f(z 一 ftz] 


f(r) Fr) | [f(r — fle0. 
所 以 ft?) 二 gt2) 一 AY)、 其 中 903) 与 和 7) 均 为 La,51 上 的 有 限 增 
函数 .。 ”证 毕 ， 
因为 单调 函数 至 多 有 可 数 个 不 连续 点 ， 由 定理 3 便 知 有 界 变 
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差 函 数 茎 多 有 可 数 个 不 连续 点 . 
Weierstrass 普 经 举 过 到 处 连续 而 无 处 可 导 的 国 数 的 例子 , 但 
是 有 界 变 差 函数 却 有 下 面 十 分 这 刻 的 性 质 . 
定理 4 人 (Lebesgue) 设 灰 z) 为 [4 5 上 的 有 界 变 垄 函数, 则 
(C1) F(x) 在 La,5] 上 几乎 处 处 存在 导数 f(z) 
《2) 了 "(Cz) 在 [a,5] 上 可 积 . 


(3) 如果 f(z) 为 增 函 数 , 有 | f(z)dz<F(5) 一 F(a). 


为 证 此 定理 先 讲 两 个 引 理 . 

定义 3 设 BCR',F={7} 是 长 度 为 正 的 区 间 族 ， 如果 对 千 任 
何 的 xE 互 及 任何 e 半 0, 存在 区 间 FE 已 使 xE1s 且 m1 之 e， 则 称 
广 依 维 他 利 (Vital 让 意义 覆盖 妃 , 简称 至 的 下 - 履 羡 . 

易 证 其 定义 的 等 价 形式 为 ， 对 干 任何 的 zeE8， 存在 一 到 区 间 
{ 了 和 C 户 使 ET PR 一 1 2 pp 日 和 ->0 (n>00). 

引 理 14Vitai 覆盖 定理 ) 设 互 考 吕 1 且 吕 + 下 天 ce， 汶 是 殖 的 
F- 覆 盖 , 则 可 选 出 区 间 列 {7,} 己 Y", 使 各 1, 下 不 相交 县 


mE\ (1)=0. (1) 
”证 不 妨 设 多 是 由 闭 区 间 组 成 的 , 这 是 因为 
mE\ 1) =m* 8\ TD)， 
二 此 


其 次 不 妨 再 设 池 中 各 区 间 都 含 在 一 个 测度 有 限 的 开 集 石 内 . 
任 取 IE 如果 满足 (1) 式 , 则 引 理 得 证 ， 否 则 令 


En 


PmU oo, Hr 0, 


其 中 忆 为 上 述 开 集 ， 所 以 存在 五 使 mpa> 二 ri 且 石 站 7 一 范 如 


二 ”此 定理 车 课时 不 够 可 不 证 。 
全 了 3 


果 人 7 7 满足 (1) 式 ， 则 引 理 得 证 、 否 则 , 再 作 下 去 , 一 般 地 , 如 果 
了 已 由 Y 中 到 出 而 不 满足 (1) 式 ， 则 

令 ra= Sup{mI| TN f= ,j=1,2,.,n, A TIE, 
同样 0<7,<00, 再 取 Iwi 使 mIa4 之 也 "a 且 To 站 == 克 j=1 
2, …, +。 如 此 继续 下 去 , 如 在 某 一 步 取 出 之 区 间 能 满足 (1) 式 ， 则 
停止 , 些 时 引 理 妈 得 证 ， 否 则 蚀 得 一 列 区 间 {I 了 3}. 

下 面 我 们 证 明 这 一 列 区 间 (7;} 满 足 (1) 式 .， 


因为 {1;} 中 各 1 不 相交 且 {1CU, 所 以 有 mLj<co， 琢 
， fuel 
对 任何 2 守 0, 在 在 交 盖 0 使 bp mi<Cela, 
j=N*1 
者 到 j= 多 , 则 (1) 式 成 立 , 如 果 非 空 , 则 任 取 3% 相 同方 ， 
i 了 了 
存在 1,E%, 使 9E 记 且 五 站 = 多 312 …, 入， 易 证 存在 9 
叉 使 nT 并 罗 。 事 实 上 ,如果 对 任何 #2> 育 ,总 有 Lr 人 1s= 驴 , 则 
由 Ts 的 定义 与 {7} 之 构造 有 
玉生 2070 但 之 ;Teo 所 以 mLj 王 0. 

从 而 m1 一 0, 这 与 m1>>0 的 假设 矛盾 . 


设 n=n{ 拉 是 使 NI1 关 2 的 最 小 下 标 ， 令 ss 为 六 之 中 点 
《图 5.2), 易 证 


1 一 z| < ml, (2) 
一 一 一 一 一 一 并 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
! 1 
一 此 -一 一 一 一 和 全 一 上 和 
由 一 一 一 一 Tz 一 一 -一 十 
图 5.2 
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事实 上 , 由 上 图 得 由 一 各 | 和 ma 村 m1， 又 由 ms<ro-i 


2m7。， 即 得 证 
对 每 个 > 六 设 J 是 以 x; 为 中 心 , mJ 二 5m1; 的 闲 区 间 . 由 


于 % 二 8() 六 ,由 (2) 式 ,得 gE14C Ni, 所 以 


mC (] 了 ji) 之 了 ， MR > 3 
= i=mr1 


t+ 1 


mE\ U1)=0. 证 毕 . 


Vitali 覆盖 定理 也 可 未 示 成 另 一 种 形式 ， 
推论 设 百 CRI 且 w* 加 <0，Y 是 五 的 了 -覆盖 ， 则 对 任何 
2 六 小 可 从 光 中 选 出 互 不 相交 的 有 限 个 区 间 ,1 了, …, 1 使 


m* (EN U 1 <e. 


证 取 #=n(z), 西 py | 


(对 8 
~ 
A . 


m*(E\ U Tm (EN U I + ml 
,t=1 t=1 = 上 +41 
证 毕 ， 
定 尺 4 设 原 z) 为 [ea 8 上 的 有 限 函 数 , zoELa,5j, 如 果 存 在 
数 到 高 一 0(h 志 0) 使 极限 


Him mt hn) feo) 4 


bd 
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在 在 (4 可 为 土 %)， 其 你 4 为 放 7) 在 点 z 处 的 一 个 列 导数 , 记 为 
DF Cr0) 一 4 
注意 : 列 导 数 Df(z0) 与 数列 fs 的 取 汪 有 有关。 例如 天 7) 取 作 
狄 星 克 雷 函 数 , 设 ze 为 有 理 数 , 则 
fx- Ke 六 为 有 理 数 . 
区 一 让， 和 为 无 理 数 . 


{ 0, 
故 得 We co, 
一 cc， 
易 证 , fz) 在 点 zo 存在 导数 (70) 的 充 要 条 件 是 入 3) 在 点 zo 
处 的 一 切 列 导数 都 契 特 .请 读者 目 证 ， 
引 理 2 设 玉 xX) 汐 [a, 58] 上 的 严格 增 函 数 ， 
(1》 如 时 对 于 二 忆 [a, 8] 中 每 一 点 x, 至 少 有 一 个 列 导数 Df(zX) 
pp20), Mm*f (EP mE; 
(2) 如 果 对 于 CLa, 5 中 每 一 点 x， 至 少 有 一 个 列 导 数 Df(75) 
字 809 主 0), 则 mm 让 庄 qm. 
证 和 任 到 gz>>0, 取 开 党 妇 一 下 月 mG<m*B+e 《1) 
取 po 六 2, 设 x058, 存在 训 >0, 使 


tim /2 — fro) = Df(r0) < po. 


不 妨 先 各 (3 一 1,2,…') 同 续 ( 否 则 取 其 子 列 使 之 同 号 ), 

， [zw ze 吕 0 当天 0 

0 i + 20]， 当月 之 0， 

LfCxo), fro : Br)j, RB >0, 

Lilixot Bs), f(z0)], YG Bao. 

由 于 所 7 严格 增加 ,所 以、 fF[T(r0)]CA,Czo) (2) 
”因为 有 (zeo) >0 G 是 开 集 , 所 以 当头 充分 大 时 ， 
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hz)—} 


A 


| 


CD (3) 


不 妨 假 设 对 一 切 x(3) 式 成 主 ，( 否 则 从 ts} 中 去 掉 有 限 项 , 即 
可 满足 这 一 和 要求 ) 于 戌 
ta Fo) < poml Co), {4) 
可 见 mA.(x0) 王 0, 再 由 (2) 式 , 故 
{AA(ZYH EEB, n= 1, 2,*"} 
为 FE) 的 一 个 -覆盖 出 引 弄 1， 可 取出 址 不 相交 区 间 列 
{An(x3)} 使 


m[f CEN (J Assz;)1=0. 
站 


易 证 各 (x;) 了 出 互 不 相交 ,从 而 有 
mB) ED mA (Tp Taz = Pom (17) 
了 了 了 Ej 


岂 (3) 式 tj TT ) CG, 百出 (1) 式 得 
EE 


mE) pm pmtB+i e), 

令 ae->0, po->7, 即 得 引 理 2 的 (1). 

福 意 ， 这 里 强调 严格 增加 为 了 保证 和 st$) 不 是 人 退化 为 一 点 的 
区间 ， 其 次 人 z) 不 限于 在 整个 Fa, 5] 上 有 定义 也 可 只 在 其 子 生 上 

《2)》 因为 9 二 f(x) 在 [4,58] 上 严格 增加 , 所 以 在 fC[a,581) 上 
严格 增 的 反 隔 数 = 六 区 

设 9>0, ( 因 g=0, 显然 成 立 ), 且 玉 中 A(z) 的 不 过 续 点 集 为 入 
(至多 可 数 个 )， 任 取 xz65E\N, 名 二 zw), 则 由 假设 存在 Df (Cxo) 实 
中 即 存在 数列 下 一 0 (6;, 志 们 使 


ji fF (got hk) 一 六 区 go) 1 (zo Rn) ro 
we tn nw rot AR )— fro) 
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1 1 
一 ~ _ < 一 
Dflro) ~ a? 


其 中 名 ==f(zothB 一 f(z 二 >0 (n>00), 
即 对 任何 jEfCENN) 有 


Df Cyo) < 了 7， 


由 (1) 得 m*f-1[Lf CE\ NY Smf(E\N). 


即 gm*(E\N)Em*f ENN). 
但 起 
EN 一 ms 人 一作， 
故 得 dm* Erm*f (EY. 证 毕 . 
定理 4 之 证 明 
由 定理 3 , 不 妨 设 fz) 为 增加 函数 . 
设 9(z)=J(z)+r， 显 然 9(7) 在 [a,5] 上 为 严格 增 函 数 ， 旺 
#82) 与 17Y) 有 相同 的 可 导 性 . 
设 吾 一 1219 2 不 存在 }， 
于 是 对 任何 点 XoEB, 总 有 两 个 列 导数 Digtzo) 与 Dg (x0) 使 Dig (zo) 
关 Dagtww), 不 妨 设 Dg(z0) Dglro), 这 和 时 必 有 两 非 负 有 娃 数 五 ， 
& 使 
DR) PIL Dr 
令 集 合 酝 pg 一 zo D9 ro DG< Dogfzo)j 


加 二 Uj Bpg, 
Ca 


由 引 理 2 知 
gm* Boo Emig( Bee) EPm* Ry 
因为 9 汪 p， 所 以 mm*B5s 一 0， 故 9 下 =0， 所 以 天 2 在 [a, 下 上 aa. 
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e， 有 导数 (包括 无 限 导数 在 内 )、 
设 ga(7) =n[f(z+ i — f(z)], 


此 外 当 之 总 时 令 玉 T) 二 ft8)， 由 上 面 知 ,9x(7) 一 f(x) ae 于 
Lo,5j， 由 于 Az) 可 测 ， 所 以 gx)， 拓 C5) 及 | 站 (7z)| 都 可 测 ， 由 
Fatou 定理 和 关 #) 的 单调 性 , 便 得 


6 下 » 
上 .7 partim| l(a = lm 9,(7)0 


=nim[| fz) — | f(z)az] 


-tmrn|， “zy 一 a "Cz)dz] 
Slim 六 一 Fo] 一 FO 一 Fo。 


‘这 里 在 导数 不 存在 的 虞 上 令 了 (#) 一 0)， 所 以 (7) 可 积 且 f(x) 
之 00, a.6. 于 [a, 0, 而且 


[fF (zyar<fGD) 一 fo)， 证 毕 . 


值得 注 帝 的 是 , 对 茶 些 函数 , 确实 成 立 不 等 式 ， 
例如 , 设 Po 是 Cantor 集 , 将 它 的 祭 区 间作 如 下 的 分 类 : 第 一 


类 龙 一 个 区 间 ( 言 , 半 ) 第 二 类 是 两 个 区 间 (于 寻 ) ( 芋 . 呈 ) 第 三 
类 是 四 个 区 间 ( 记 ,六 ) ( 开 , 劳 )( 28, 于 》( 营 , 史 ) 信 此 类 推 ， 在 


第 类 中 有 2 个 区 间 ， 
今 作 函 数 久 z) 如 下 : 


当 xzE( 读 ， 半 间 |， bf(z)= 工 ， 3 当 zE( 音 , 辣 持 ,8(z) 一 了 当 


zc (于 ,本 时 ,0(z)== 子 . 在 第 三 类 的 耻 个 区 闻 中 9(z) 依次 取 中 ， 


四 ISI 


名 , 记 , 书 ， 一般 的 说 , 在 第 丸 类 的 2"-! 个 区 间 中 GCz) 依 次 取 什 


1 3 .5 ,, 2—1 
于: 了 
于 是 6(7?) 在 Po 的 余 集 Ce 上 有 定义 , 它 在 Ge 的 每 一 个 构成 区 
间 上 是 常数 ， 丛 总 的 说 来 在 Ce 上 是 一 增 国 数 ， 在 Po 上 (5) 定 义 
如 下 ; 
07)=0, A(1)=1. 
对 于 介 了 于 0 与 1 之 间 的 Po 中 的 点 xzo 则 令 
Q(x0)— sup{O EY, 


这 样 , HT) 是 在 [0, 11 上 上 定义 的 一 个 增 疯 数 . 

我 们 还 可 以 证 明 ，9(z) 是 一 个 连续 阔 数 .事实 于 ， 因 为 (x*) 
在 Go 上 所 取 函 数值 已 在 [0,，]] 中 处 处 稠密 如果 增 国 数 以 Y) 在 
zo 有 一 不 连续 点 , 则 C98(x0o 一 0), 90x0)) 或 (89Cz0), 站 zo 十 909) 的 一 期 
数 就 不 是 Bfzo) 的 图 数值 , 这 是 与 悉 密 性 入 巴 盾 的 ， 所 以 玉 ) 是 一 
连续 增 图 数 ,并 且 日 (Ja 5 为 0( 在 Ge 中 每 点 当然 站 CzD) 一 0). 
因此 

o=|[ ee) <1=0(1)—000) 


下 节 我 们 还 要 建立 等 号 成 这 的 条 件 ， 


§8. 不 定 积 分 


本 节 的 最 终 且 标 在 于 揭示 积分 与 导数 之 间 的 关系 。 正 如 在 
积分 中 我 们 不 能 只 考虑 具有 固定 上 限 的 定 积分 而 必须 进而 考虑 有 
变 上 展 的 不 定 积分 ,我 们 很 自然 地 要 引入 下 面 的 概念 

定义 1 (不 定 积分 ) 设 也 z) 在 [e, 的 上 工 可 积 , 则 [a,8] 上 的 
函数 F(x) 二 | ft) +CCC 为 任 一 常数 ) 称 为 J(z) 的 一 个 不 定 
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积分 ， 
“我们 的 任务 是 找 册 一 切 有 资格 向 某 - 可 积 邯 数 的 不 定 积分 的 
我 们 任 良 J(z) 在 La. 的 上 的 一 个 不 定 积 分 
F(z)=| f(a +0. 
则 由 于 |f(2)| 的 积分 的 绝对 连续 性 , 对 任何 e: 汪 0， 存 在 0， 使 
AC[a, 6], mh4<6 时 ，| f(r) ar<e, 


特别 取 4 等 于 互 不 相交 的 有 限 多 个 开 区 间 的 和 集 4= [j Co 
5), 显然 当 避 (6, 一 6) <3 时 ,有 
Srey-re) = fr)ar|< 
Sf-| lace. 


定义 2 (绝对 连续 国 数 ) 设 所 7) 为 a,8] 上 的 有 限 藤 数 ， 如 
果 对 任何 >0, 存在 5>0, 使 对 [a,51 中 互 不 相交 的 任意 有 限 个 开 


区 间 (ai, B14), $=1, 2, 7 只 要 这 1 (Bi 一 a0) 所 6 就 有 之 ,| (5;) 


一 下 4 之 6, 则 称 F(X) 为 Le, 缮 于 的 绝对 连续 困 数 ， 
由 此 便 得 
定理 1 设 f7) 在 [4,3] 上 可 积 , 则 其 不 定 积分 为 绝对 连续 疯 数 . 
不 难 证 明 绝对 连续 阔 数 是 一 致 连续 范 数 , 并 且 也 是 较 变 困 数 ， 
满足 Lipschitz 条 件 的 函数 是 绝对 连续 前 数 ， 
定理 2 设 F(z) 为 [aa 0 上 的 绝对 连续 函数 ， 旦 六 (2) 二 0 
a-.e. 于 La, Bb]; 则 KZ) 一 const， 
下 了 


证 设 eeELa, 的 , 我们 将 证 明 三 (ce) 一 下 (0 
册 假 设 ,存在 4Ct4q,c),， 使 m4=c 一 4， 朋 当 zxE4 时 , (zx) 


二 0. 令 =(g, cd mB 二 0, 对 于 任 取 Ee 之 0, 存在 620 当 全 1( 有 
=1 
— 0) 时 ， 有 
DIFGB) Pla). 


任职 xE4, 由 于 F(x) 二 0, 按 定义 知 存在 [z, 拉 Cta: eo) 使 


efB 一 他 ) 
一 F(z)| <3 ay 1) 


到 二 {Tx, 杂 1x 人 A, [x, 拉 人 读 (a,0) 且 (1) 式 成 立 }， 电 然 它 是 4 的 
F- 杆 盖 ， 由 Vitali 种 盖 定 理 , 总 有 
{[zs, #1 | j=1,2.°n, xjEA} 


[FOy)— Fe) | ey —2) /2(0—a), {2) 
且 fd U [fxn #;]) <6. 
不 内 一 般 性 , 不 姑 设 zj-< zi 我 们 总 有 
U CL Fin)\B)CAN U Lx, gil 
由 此 得 


>) [zyri— ;| <o, 这 里 Taril= Yo 二 
Fn 


由 配 *) 的 绝对 连续 性 , 又 得 


S| Fry) — Pg) | < (3) 


4=0 


"SF + 


由 (2) 式 得 


外 中 下 
DP cl. C4) 
再 由 (3) 式 和 (4) 式 ,得 


IFCO) FOO ETF ) Fy)| 
3 三 0 
+ DIFGY) -F(t 
1=1 

蒋 Fe)=Fea). 证 毕 . 

定理 3 ” 设 f(+) 在 [a, 5] 上 可 积 ， 则 存在 绝对 连续 函数 F(z) 
使 PKz) 一 FCz) a.e. 于 Ea,8]( 只 需 取 F(z)=| ft) 十 )， 

证 因为 f(z) 在 Fa,5] 上 可 积 , 所 以 有 连续 函数 p(z) 合 


[ (0) 一 p(DI < 而 和 | v(t = Pp{(7), 
因此 上 | 中 De 一 Fe)| 
-|e tee tle 


<[ gf dn-eWa at fC2) pz) dx. 
令 9(t)=f(t) 一 Xt), 显然 9() 在 [a,5] 上 可 积分 ,因为 9(7) 
gCz) 一 9-《z), | 97 | 9g-(ED& 为 两 个 增 函 数 ,所 以 


CP EAR 


由 前 节 定 理 4 的 (3) 得 
We 


4 < 人 (号 | Da )e 


sa I155* 


二 人 (六 a 
< rz)dz+| (zaz- | [oCzY | Ar. 
所 以 | EI C0 pn) wes2| TD) 一 wei<e 


由 于 e>0 的 任意 性 , 得 左边 积分 为 0, 从 而 被 积 函 数 儿 乎 处 处 为 0， 
故 得 证 . . 
该 定理 说 明 一 重要 事实 ， 即 在 工 积分 范围 内 积分 再 微分 出 
还 原 . 
绝对 连续 函数 之 所 以 重要 在 干 它 完全 可 以 标志 不 定 积分 ， 换 
言 之 , 除 定理 1 外 , 还 有 
定理 4 设 F(z) 是 [oa,6] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 几乎 处 处 有 
定义 的 严 (z) 在 [e. 夺 上 可 积 且 
FCr)= Flay+ 人 有 (Da 
即 FCz) 总 是 [a,5] 上 可 积 欧 数 的 不 定 积分 。 
证 设 6(z) 一 | (Dd, 令 H(z)= F(z) -G(r)D 
则 由 定理 3 得 
古 '(z) 二 本 (z) 一 Gr(z)=0， ae 于 [a， 的 ， 所 以 再 由 定理 
2, 便 得 豆 (z)= C, 即 
FOr)=| FC + 0, 
这 里 口 =Fla)}， 证 线 . 
”由 此 我 们 得 到 : F(x) 是 [a, 5] 上 的 绝对 连续 函数 的 充 要 条 件 ， 
它 是 一 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 . 
定理 4 是 民 积 分 理论 中 入 -工人 公式 的 推广 , 对 绝对 连续 函数 而 


中 两 个 绝对 连续 函数 经 妈 则 运算 后 仍 为 绝对 连续 函数 . 
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言 ， 微 分 青 积 分 也 还 原 ( 至 多 差 一 常数 ). 但 是 象 前 节 林 所 看 到 的 
那样 , 对 有 界 变 差 函 数 一 般 却 不 能 保证 定理 4 成 立 ， 因 下 ,三 积分 
在 积分 与 徽 分 的 关系 问题 上 虽 比 召 积分 优越 得 多 , 但 还 不 够 理想 。 
至 于 进一步 的 扩充 需要 Denjoy 积分 才能 完全 解决 这 一 阿 题 , 
最 后 介绍 一 下 工 积分 的 分 部 积分 法 . 
定理 5 (分 部 积分 法 ) 设 f(*) 在 [a, 的 上 绝对 连续 ，4(z) 在 


[a.8] 上 可 积 且 9(z)— g(a) =| Xa, 则 
[fs Xs) dr =Fz)g(z) [一 [eco (z)az， 
证 设 D 表 区 域 .a<y<4<<b. 了 (+) 在 [a,5] 上 绝对 连续 , 所 以 
Cx) 可 积 , 于 是 , 令 
Ka) 产 (的 ，(z ED， 


F(x, ¥) = | 
0, {zx, y) ED. 
是 [a， 51x Fa, 58 上 的 可 积 铺 数 , 由 Fubini 定理 


| ,FaP=|. | zf (拉力 

= | yf Xf a. 
但 是 
fe a) y= | aa) fa) Je 


= Aa)f)ar fTg) —g(0)], 
[er Har= fF (E96) gey 


= 一 | Cy) oT) Fe] 
所 以 由 以 上 两 式 便 得 
ee-7z)g(o | 一 人 Fr CDxoa 证 申 . 
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§ 9。， 斯 蒂 阶 (Stieltjes ) 积分 


现在 我 们 着 手 推 广 工程 分 , 得 到 所 谓 5-S 积 分 , 并 为 此 在 本 节 
先 介 绍 一 下 作为 上 -5 积分 的 前 身 的 Riemann-Stieltjes 积分 《 简 
称 BR- 积分 或 上 5 积分 ), 当然 五 -3 积分 是 召 积分 的 另 一 种 推广 ， 

考虑 分 布 有 质量 的 线段 [a,3]， 设 分 布 在 线段 [ga, z*J 上 的 总 质 
量 ms(2) 是 已 知 的 递增 函数 ， 从 而 分 布 在 线段 [x, xz'1] 上 的 质量 为 
名 人) 一 W(X)， 则 这 线段 [4, 媚 甘 于 原 感 口 的 力 念 和 转动 惯量 分 别 
定义 为 

MM= lim > CMT) — CR 1) ), 记 为 | zdm(z)， 


#T 寺 


-lim 3 Gm) 一 mCz1-，)》， 记 为 | zazm(2 


#30 4 一 
这 里 分 划 四 :z 一 To<Xi< cr 二 b，6(T)=max(zi—2;-1), 

由 于 物理 上 诸如 此 类 问题 的 坷 要 ， 值得 将 此 委 念 一 般 化 ， 恒 得 
到 如 下 

定 尖 {如 积分 》 谈天 zh cz) 为 [Le 于 上 的 有 限 郑 数 ， 对 fw， 
纪 作 一 分 期 

TD. 一 < 

及 属 十 此 分 划 的 任 一 组 * 介 点 ”2 -所 5 所 2， (二 1 2 的 作 和 
数 ( 叫 做 Stieltijes 和 数 ) 


SFE) — els)). 


如 果 当 6(T) 一 0 时， 这 和 数 总 趋 于 一 确定 的 有 限 极限 (不论 工 如 
何 取 蒜 , 也 不 论 介 点 取 法 如 何 )， 则 称 A(z) 在 La,5] 上 关于 afz) 为 
8 可 积分 的 , 此 极限 叫做 用 z) 在 [a, 5] 上 关于 x(z) 的 如 积分 , 记 为 
* JS8 * 


f(x)dalr)D. 


易 知 当 a(7)=z 队 ,6 积分 便 成 为 忆 积 分 , 可见 妨 积 分 是 五 积 
分 的 一 种 推广 , 


又 如 当 我 们 考虑 曲线 积分 | f(z, 9)，0: z=g(t), y= 
BCE), CoieH), 则 
| re 70ar={ F902), $61))ap(t) 


就 是 一 种 特殊 的 3 积分 
定理 


C1) [EFC2) + Faz) da(7)= | f(z)daz) 
» 
十 | (zyzadzy; 
(2) { Kz)a(a(z)Taa(z) 一 Fr)dat(z) 


+ | fr) de); 
《3) 设 古 7 了 为 常数 , 则 ; 
[frms)) =8 7 Fr) dd). l 

以 上 三 式 之 意 羔 , 是 当 右 总 积分 有 总 允 了 时 堪 边 积分 也 有 意 交 , 而且 
等 式 成 立 . 

《4] 设 6G<<e<b, 则 

| zaakz)=| Fr) aulz) + | Ca)aa(z)， 

设 左 , 春 边 各 积分 都 存在 ， 

以 上 各 条 之 证 明 直 接 从 定义 即 得 ， 


叶 对 避 积 分 ,极限 式 各 确 界 式 定 义 不 等 价 , | 
® JS9 « 


得 是 第 (4)? 条 内 假定 黎 式 布 还 丁 个 积分 存在 , 一 般 的 推 不 出 去 
边 积分 世 存 在 ( 见 例 1 ). 

下 面 介绍 一 个 在 应 用 上 重要 的 二 积分 存在 的 充分 条 件 . 

定理 2 设 人 7?) 在 [4, 站 上 连续 ，a(z) 在 [8，5 引 上 辕 姿 ， 则 


| fz)axkz) 存 在 . 
证 由 Jordon 分 解 定理 ，o(z) 可 以 分 解 为 本 个 增 函 数 之 差 
因此 不 妨 设 a(z) 为 增 函 数 . 


芷 取 [o, 的 一 分 划 了 Ta 二 x 之 zw 二-…<# =5, 作 和 数 


S(T = DM, (ul2) ot)), 


SCT, f,0)= Dm Caer )—a(r, 1)), 


这 里 腻 ;, mi; 分 别 为 (2) 在 Ex,z;] 上 的 上 ,下 确 界 ， 则 
s(T, fo) EorEST, fo). 
其 中 必 为 仿 和 数 ， 
类 位 于 于 积分 中 的 大 和 与 小 各， 可 以 证 得 对 任何 两 分 划 工 ,， 
TT,, 总 有 
s(T, fo EIST,, fa), 
设 7 二 supts(ZT, 了 0)), 则 s15， 因此 
leo—1l<S—s. 
因为 所) 在 [a, 8 上 连续 , 对 任何 e> 存在 S>0 
当 1z" 一 #16 时 ,有 [f(x") 一 f(x es 
所 以 当 闲 T)<5 时 ， 上 到 ;一品 :1<e, 二 是 
S—s<e[oth) (oy)], 
疏 当 3)<6 时 To 一 Ti<efetb) ata))], 
0 8 正 # 
= 10 » 


例 1 设 f(¥) 和 al7) 为 在 [一 I, 1] 上 定义 的 两 个 函数 


0 ， 【一 1 近 z<0)， 
f=} (0<z1). 

0, (lx<0), 
< | 1, (0<z<1). 


易 知 , f(x) 在 [一 1,1] 上 类 二 a(z) 的 5 积分 是 不 存在 的 ， 
事实 上 , 对 [一 1, 1] 作 一 分 划 
下 :一 了 一 Yo 
则 
a 0, &;<20, 
Bee ete) 1-| 
#=1 1, £0, 
可 狗 o 的 极限 是 不 存在 的 ， 即 f(z) 在 [一 1,11 上 关于 a(x) 的 仿 积 
分 不 存在 ， 但 是 , 易 见 f(x) 分 别 在 [一 1,，0] 与 [0, 1] 上 的 8 积分 都 
存在 . 
有 了 时 也 可 将 仿 积 分 化 为 五 积分 . 
定理 3 设 f(z) 在 [a,51 上 连续 , a(7) 处 处 可 导 和 且 (+) 又 忆 
可 积 , 则 
C8)| FCzyaa(z)=(B) | fe) (2) (1) 
证 因为 a《z) 有 界 ， 由 中 植 定理 ，&(zs) 一 a(z1)=a'(2) (zs 
一 ;所 以 Ja(zz) 一 a(z1)| 扩 对 zs 一 |， 这 里 开 为 常数 ，a(x) 满 
是 Lipschitz 条 件 , 故 a(x) 为 图 变 函数 ， 另 一 方面 , 由 假设 f(x), 
elz) 在 [a, 5] 上 均 忆 可 积分 , 政 知 (1) 式 右 灌 积 分 存在 ， 剩 下 只 证 
朋 (1) 式 成 立 ， 
任 取 [a, 站 的 一 分 划 了 a 一 zo 过 #1 之 …<zs 5， 由 中 值 定理 
便 得 : 


o= PfE) Far) wz-i)] 
tii 


Il 二 


a 


= Pf Em) rz), 
t=1 


这 里 zi: 委 各 委 a。 利 用 大 2z) 的 一 致 连续 姓 ， 现 边 取 极限 (以 7 
-~>0) 即 得 证 ， 证 毕 . 
定理 4 ” 设 fx) 在 [4, 世上 连续 ,9(z) 为 绝对 连续 , 划 


(S)| FCz)ag(z)=( 工 ) fr)g (za 
证 ”上面 两 积分 存在 是 明显 的 , 今 证 明 两 积分 相等 。 
对 [a, 6 取 一 分 划 了 ;9 一 之 2 之 … < 之 zw 二 5 作 和 


好 一 DFEVLg CE) — gx) 
{=1 


考察 o 与 积分 
CL) fr)g (za 
之 差 .因为 
gz) gz.) = 9 Cd 
所 以 


"一 上 rpr (aya = >| fC) fe))g (or. 


设 fr) 在 [ez] 上 的 报 幅 为 we 则 由 上 式 得 
lc 一 | fag (al 和 ro 人 lg Ca) 


让 
e r 
<c| Ig' Cz)1ar, 


这 里 a=max{@;}， 当 5(7)>0 时 ,o>| f(z)g'(z)dz. 证 举 . 
下 面 提 一 下 他 积分 的 分 部 积分 法 ， 


* 1é2* 


定理 5 设 [ f(z)da(z) 与 | a(z)df(z) 中 有 一 个 存在 ， 则 另 
一 个 也 容 在 且 
fC) + ez)aKz)= Keo)| 


证 设 [| f(x)da(z) 存 在 . 
对 [a, 6] 取 一 分 划 TP: a= ma<z 到 <<mm 一 包 不 难看 出 


SacE VL) fs)]= (一 人 JUz)[aCE 


一 CE 一 FrzoLa(E — Cr) — f(r) a 
—o(éa) T+ fr) ) -f(r0) (rn), 
而 右边 {-…} 闪 正好 是 以 {5;} 为 分 点 ，{2i) 为 介 碟 的 亿 7) 关 于 oz) 
的 和 数 , 当 62) 一 0 了 时, 上 式 酚 边 取 极 限 即 得 ， 证 毕 . 
推论 设 太 7?) 在 [a, ?上 转变 , &(?) 连 续 , 则 积分 


| fr)dacz) 


存在 . 
上 面 介 绍 的 沪 积 分 基 只 就 下 讲 的 ， 但 在 R"Cx>>1) 中 也 可 定 
尽 吕 积分 , 此 处 不 再 拖 还 了 。 


§ 10， 勤 贝 格 -斯 薄 阶 测度 与 积分 

本 节目 的 是 介绍 工 测度 、 工 积分 的 推广 , 所 谓 世 -有 3 测度， 以 
及 建立 在 它 上 面 的 工 -8 积分 。 这 部 分 只 作 简 单 介绍 不 加 详细 
论述 . 

设 sa(z) 为 定义 在 吾 .上 的 有 限 增 函数 ， 对 任何 开 区 间 了 = (> 
2 称 az 一 5(Z) 为 区 间 了 的 “ 权 ”, 记 为 | 了 | 一 wz 一 CCZ) 

定义 1 (2-S 外 测度 ) 对 任 一 点 集 CR', 非 负 实数 

«II. 


inf p33 1T;| 
2 
称 为 五 美 于 分 布 阅 数 MZz) 的 地 -8 外 副 度 , 记 为 mz 再 
显然 ; 当 alz5)= 二 + 了 时, -8S 外 测度 便 成 为 工 外 测度 , 
天 -有 外 测度 与 工 外 测度 有 间 样 的 基本 福 质 ; 
(1) m*E0, 有 县 m* =0. 
(2) 设 4CB, 则 m4 三 mz 单调 性 ). 


(3) nm U BS Simp, (次 可 数 可 加 性 ). 
1 1 

但 在 工 测 度 中 , 区间 <a,5) 不 论 于, 闭 或 半 开 半 闭 部 是 m*<a, 

8 一 二 一 避 而 在 一 般 三-S 外 测度 中 由 不 然 . 

定理 1 

(1) mi b=atb— 0 —a(Cat0)s 

(2) m*(a, b=atB + otat 0); 

(3) m*[a, b=a(B+0) —a(a—0)s 

Cd) m*[a B=oatBb— 0 —ala—0). 

证 只 证 开 区 间 情 形 ， 

先 证 m*{a, ba(b—0)—alatd)), 


为 此 任 取 a<z1<xy<<5, 并 设 和 7 汪 Ca, 5), 当然 [| T 守 [zs 
引 1 
Za], 由 H-B 有 限 覆 益 定 理 ， 在 在 有 限 个 {i 不 妨 设 为 了 了 “fs 


使 得 U 天 二 Lu zs] 由 xx(2) 的 单调 性 易 知 
1 
3 | 一 Gy 


从 而 礼 1;| 守 KCz2) 一 w(21)， 令 训 由 0x2 和 5 即 得 ， 
#4 =] 
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次 证 m*{a ES 一 0)--G@(E 十 0)， 
为 此 在 (e, 六 内 娶 &(z) 的 一 列 连 续 点 ( 因 wz) 单调]1t#aj，# 一 由 
士 1 和， 使 za->a (一 一 co)， Xo->b 《2 十 c)、 然 后 对 每 个 
5 取 taD 醒 G<on<ta<cpo<c 下 


中 
2IR t+1 9 


并 作 开 区 间 Tn = {a Brel), 中 ~ 0, 土 1， Wy 显然 


{Ds) —0( eG) < 


+ 


Da, 5) HY = BTa(h,,) —a(D,)] 


4 Dah) a(a) J<ats 0) 一 c(e 二 四 十 28. 


故 mata, OEED—0)—atat0) 十 28， 
即 得 证 . 证 毕 . 
由 定理 看 出 , 对 g(x) 取 常 值 的 企 一 开 区 间 了 总 有 zw:1 一 0, 而 
对 于 alz) 的 任 一 不 过 续 虚 zo, 则 有 
netixo} =a(trot 0d —atr — 0) 0. 
这 恰好 与 三 外 测 放 情形 相反 . 
值得 注 益 的 是 : 如 果 改 变 wz) 在 不 连续 点 的 图 数值 ， 并 不 影 
响 荆 -5 外 测度 的 值 (证 类 与 定理 1 类 似 ) 因此 ， 有 了 时 可 将 a(z) 规 
范 化 , 即 要 求 民 z) 为 右 连 续 的 增 国 数 , 从 而 有 
mt(a, | 一 本 (一 多 [全 )。 
有 了 五 -号 外 测 麻 ， 我 们 便 可 仿 第 三 章 由 工 外 测度 定 六 研 可 
测 集 及 测度 的 方法 ( 卡 氏 条 件 )， 进而 定 交 BR' 中 关于 7?) 的 -5 
可 测 集 与 测 诬 ，- 
定义 2{L-5 可 测 集 及 测度 ) 设 CR', 宙 足 以 下 人 条件: 对 任 
何 TCE', 总 有 
meT—=m( TN EB) mT NCE), 
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则 称 如 为 关于 oz) 的 上 -5 可 测 集 ， 而 mz 称 为 关于 oz) 的 
测度 , 记 作 mt 到. 

类 伺 王莽 测度 , 不 难 证 明 : 任何 区 间 都 是 工 -8 可 测 的 . 

我 们 注意 到 ， 第 三 章 ,8 3 中 所 论述 的 工 可 测 集 及 其 测度 的 一 
切 重要 性 质 ， 不 外 平 是 从 工 外 测度 的 三 个 基本 以 质 与 卡 氏 可 测 条 
件 得 出 的 ， 现 在 L-S 外 测度 既 具 有 完全 同 于 工 外 测度 的 基本 性 
质 及 测度 定义 仍旧 是 满足 卡 氏 可 测 条 件 的 , 所 以 5-3 可 测 集 及 其 
测度 自然 也 就 具有 完全 同 于 工 可 测 集 及 测度 的 一 切 重要 性 质 ， 特 
别 是 ,关于 akz) 前 也 -8 可 测 集 的 并 、 交 、 余 运算 是 封闭 的 ， 又 有 可 
数 可 加 性 等 . 
其次 , 当 mtE=0, 必 有 m. 刀 =0, 几 Borel 集 关于 任何 x(z) 都 
是 -5S 可 测 集 ， 但 是 一 般 的 工 -8 测度 没有 运动 的 不 变性 ， 

有 了 研 -3 可 测 集 和 测度 之 后 ， 我 们 就 可 以 在 它 的 基础 上 完 
全 平行 地 建立 相当 于 荆 可 测 函 数 和 积分 的 -5 可 测 函数 和 工 -5 
积分 的 概念 和 有 关 理 论 ， 换 言 之 ， 所 有 第 四 章 及 本 章 前 六 节 人 的 
定义 及 定理 几乎 可 以 尿 字 逐 句 地 搬 过 来 ， 只 要 将 那里 的 可 测 换 成 
ZL-S 可 油 , 测度 换 成 工 -8 测度 , 零 测度 集 换 成 工 -8 零 测 度 集 就 行 
了 .这 样 所 得 到 的 积分 电 仇 J(+) 关于 a(x) 的 工 -8 积分 ， 记 为 
fC)dakz), 其 中 BCR 为 关于 (lz) 的-S 可 测 集 ,f(z) 为 BP 上 
的 -5 可 积 或 工 -S 积分 确定 的 函数 ， 

显然 ， 当 a(z)=z 时 -8 可 测 子 数 与 工 -8 积分 就 分 别 成 为 
二 -可 测 函 数 与 工 积分 了 . 

以 上 所 述 上-5 测度 与 上 -5 积分 都 是 在 Ri 中 讲 的 ， 当 然 也 可 
以 把 它们 推广 到 R* 《a>1) 中 去 ,这 里 就 不 再 多 说 了 


人 过” 有关 十 定 积分 的 结果 在 了 -8 积分 中 也 有 相应 的 推广 , 但 只 好 刘 爱 了 ， 
四 本 和 和 


第 五 章 ”本 题 
1， 问 对 于 Lebessue 意义 下 的 上 、 下 积分 而 衣 ， 相 应 于 Darboux 定理 
的 结论 是 否 成 站 ? 
2， 设 在 Cantor 集 P。 上 定义 函数 于 (四 一 0 而 在 Po 的 余 集 中 长 为 1/3" 
的 构成 区 间 上 定义 为 x 《mn 一 1,2…), 试 证 f(z) 可 积分 ,并 求 出 积分 值 ,， 
”3。 投 mE<00, 了 (z) 在 晴 上 可 积 , 6, 二 (| 了 | 宇 芭 , 则 
limn: me, —= 0, 
4.， 设 mm 有 <oo, (x) 为 电 上 可 测 孙 数 ， Es 一 (8 一 1 志气 拉 ， 则 fz) 在 
吾 上 可 积 的 充 要 条件 是 之 yn|mEs 之 02. 


5， 设 tf (2)} 局 吾 上 非 负 可 积 函 数列 ， 荐 | (2)dz>0, 则 (2)>0 
6， 设 mmB<co, {f(z)) 为 4.e, 有 限 可 测 函 数列 ， 证 明 ; 


| [7 
tT? 


的 充 要 条 件 是 f(T) =>0. 
7. 设 f(a) =(sin 二 /ar os<zssl 讨论 a 为 何 从 时 ,f(z) 为 (0,1] 上 
互 可 积 秀 数 发 不 可 积 函 数 . 
8， 皮 由 [0, 1] 中 取 进 及 个 可 济 子 集 可 .可 …, 记 ,， 慨 定 [0, 1] 中 任 一 点 
至 少 属于 这 个 集中 的 9 个 , 试 证 必 有 一 集 , 它 的 测度 大 于 或 等 于 gi% 
9、 设 mm 天 0, 了 (在 互 上 可 积 , 如 果 对 于 任何 有 界 可 测 函 数 p(w), 都 有 
| fenaz=0 
则 fz) 一 0 ae 于 甩 
10， 设 f(z) 为 [0,1] 上 的 可 积 函 数 , 如 果 对 任何 ce(0&o 所 让 ,总 有 
frydzr=0, 


[ove] 


则 fy 一 D ae 于 [0 1], 
11. 证 明 
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lim | 一 于 一 1. 
1 (+ 地) {in 
(Dm) 沉 


12， 拭 太一 二 (1 一 十 (2 一 x 十 ,0 之 z 之 1, 求证 
1 十 罗 


1 
2 

13， 谨 Fa, 站 当 上 一 上 < 时 为 2 的 在 [ea 妇 上 的 可 积 国 歼 , 又 有 常数 
站 ,使 


1 1 
2 一 1 一 ei 
ln 十 也 十 


| 六 fe 91< 天 acreb, |1— to | <8, 


焊 T5 Te 
Ff Dez 一 | fF {zx, 1) dr. 
14， 求 证 
: [xr 1 7 1 
lin| 这 -log 二 ez 之 CT (p> —1) 


15， 设 上 (为 百 小 可 积 讨 散 , 帮 (一 了 (ma.e. 于 吾 , 县 


和 [fCo) < 友 为 常数 ， 


则 了 (zy 可 积 ， 
16， 投 了 了 (2) 在 [a 一 #, 58 十:] 上 可 积分 , 则 


lim| |f (tt)—f (a) lar=0. 


17， 设 om， 六 (oa 一 1 3) 都 是 百 上 可 积 国 数 ， 了 (四 一 了 (2]3a.e 
于 吾 , 且 


| fa) de> lf Ce) las, 
试 证 ,在 任意 可 测 子 集 * 一 如 上 ， 
[lf 0) ar->) Lf) is. 
18、， 投 了 (2) 在 (0, 02) 上 可 积分 , 且 一 相连 续 , 则 
limf (x) =0. 
19， 设 了 (9) 在 Rr* 上 可 各 ,9 (的 在 吕 s 上 可 积 , 试 证 
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fayg( 四 在 Rr Rr 上 可 积分 . 


20. 在 BR， 一 1 志 # 志 1， 一 13y 所 1 上 定义 
Ty 2 十 za 关中 
TP a SY 
0, = 二， 


划 这 两 个 累 次 积分 存在 且 和 等 ,但 (x, 纺 在 上 不 可 积分 ， 

21， 区 问 Ca,5] 上 任何 两 个 单调 函数 , 若 在 一 向 密集 上 相等 , 则 它们 有 相 
同 的 连续 点 . 

22， 设 {f(z)} 为 [q, 5 上 园 变 函数 列 ，f, (zf2), 且 |f(2) | 过 2%， 
如果 《(f。) 之 下 ,Rn 一 1,2,…), 则 了 (ww) 为 国 变 函数 . 

23， 于 () 在 [6,5 小 为 绝对 连续 函数 的 充 要 条 件 是 它 满足 Lipschitz 条 
件 . . 

24. 设 fw) 在 [a,5] 上 绚 对 连续 , 且 扯 (2) 庆 0 a. 6. 于 [a,5], 则 了 2) 为 
增 函 数 . 

25， 试 证 : . 如 果 用 “ 确 界 式 "定义 总 积分 , 则 不 与 原来 的 积分 等 价 . 

26、 试 证 : 如果 改 变 增 图 数 a(z) 在 (一 020, co) 上 下 连续 点 的 因数 值 ( 仍 
成 … 增 函数 )}， 不 彤 响 由 它 确定 的 五 - 访 袜 度 ， 


Ig9. 


第 六 章 ”度量 空间 和 线性 赋 范 空间 


在 第 二 章 中 ,我 们 已 给 出 度 星 空间 ( 即 距离 空间 ) 的 定义 ,并举 
了 R", CLa, 8]， 如 等 具体 例子 。 当 时 为 了 集中 研究 % 维 欧 氏 空间 
RR" 中 的 测度 理论 , 所 以 只 在 R" 中 讨论 邻 域 ,极限 , 开 集 , 闭 集 等 概 
念 ， 但 我 们 曾 措 出 ， 这 些 括 念 可 以 一 字 不 改 地 称 到 一 般 度量 空间 
中 去 . 在 这 一 章 里 , 我 们 将 入 用 这 些 概 念 再 不 青 重 新 定义 , 并 且 运 
用 这 些 概念 讨论 度量 空间 的 进一步 性 质 . 


$ 1， 度量 空间 的 进一步 例子 


第 三 章 中 已 经 引入 了 ?维度 量 空间 的 例子 ， 现 在 我 们 继续 引 
入 其 它 的 度量 空间 

例 1 高 散 的 府 且 空间. 

设 下 是 任意 的 非 空 集合 ,对 下 中 任意 两 点 xz,yES, 令 
1， 当 z 关 加 
0, Gr=y. 
容易 验证 2(x,9) 满 足 第 二 童 中 关于 距离 的 定义 中 的 条 件 1* 及 2". 
我 们 称 ( 工 , 4) 为 离散 的 度量 空 闻 . 由 此 可 见 ,在 任何 非 空 集合 上 上 总 
可 以 定义 眶 离 , 使 它 成 为 度量 空间 ， 

例 2 序列 空间 & 

信念 表 示 实 数列 (或 复数 列 ) 的 全 体 , 对 尽 中 任意 两 点 z= (&,， 
区 
二 人 


dtr, yy) -1 


d(CF, ¥) = pb 车 2 


易 知 2(x,9) 满 足 距 离 条 件 1" ,下面 验证 2(x, 引 满足 距离 条 件 2 。 
为 此 我 们 首先 征明 对 任意 两 个 复数 4 和 已 成 立 不 等 式 

- la 5| < Iai | EE 

1+ 1at5) “1 十 |G| i+ 15|" 
事实 上 , 考 罕 [0, 0》 上 的 函数 


(0) =F 


由 于 在 [0，o5} 上 (站 =11(1 二 让 >0， 记 以 由 在 [0, 65) 上 单 
调 谱 加 , 由 不 等 式 |a 十 8| 记 |a| 十 18|, 我们 得 淹 
latB| lolt|5| La! 四 | 
1+ 1s 十 站 “IT 十 [gj 十 12 于 To ET 
_ial 局 | 
lt lel I++ 
令 2 二 (61 Eo Ca) = EE 8=£ Ot N+ 5=é; 
一 7 代入 上 面 不 等 式 , 得 
TT 
由 此 立即 可 知 zz, 3) 浇 足 距离 条 件 2*， 即 心 按 dx, 成 一 度量 
空间 . 
例 3 有 界 函 数 空间 B(4) 
设 4 是 一 给 定 的 集合 , 令 BC(4) 表 示 4 上 有 界 实 值 (或 复 值 ) 隧 
数 全 体 , 对 BC4) 中 任意 两 点 x, ,定义 
dz, y)=suple(t)— ED. 
下 面 验 证 2(z,) 诡 足 的 条 件 1” 和 2 .d(x, 四 显 热 是 非 负 的 ， 叉 
dtz,9) 二 0 等 价 于 对 一 切 iE4, 成 立 xX?)= 二 y(t)， 所 以 z==y, 妈 站 
请 足 1°, 此 外 ,对 所 有 的 堆 4 成立 


二 


了 7 


[eet -tr -AA zt)- FE)) 
suple(t) | 
tsuplz(t)— #(é), 
所 以 
sup|z(t)— HE) | Ssuplat) ~ y(t)) 
和 + supia(A) ~9(t)), 
即 &(z，y) 满足 条 件 2*"， 特 别 地 ， 当 有 4=[a， 加 对， 记 B{4) 为 
Bla, 8]. 
例 4 可 浏 落 数 空间 吏 ( 半 ) 
设 园 (了) 为 玉 上 实 值 (或 复 什 ) 的 Lebesgue 可 测 阔 数 人 全体， 和 
为 Lebesgne 测度 ， 若 m{ 了 ) 过 co， 对 任 滞 两 个 可 测 卫 数 f( 直 及 
tt), 由 于 


一 天 . A 5 < 


因 {D900| 
df 0) = -| TA 


如 果 把 器 ( 芯 ) 中 两 个 几乎 处 处 祖 学 的 函数 视 为 钼 (三 ) 中 同一 个 
元 , 那么 利用 不 等 式 (1) 及 积分 性 质 很 容易 验证 民 记 及 是 距离 . 因 
此 时 ( 工 ) 按 土 述 距 离 0(f, 引 成 为 度量 空间 . 


# 2， 度 量 空间 中 的 极限 ， 稠密 集 ， 可 分 空间 
设 { 扎 ,及 为 度量 至 间 , 4 是 上 耻 离 , 定妆 
Blxo; B) 一 {xEX|dI x, x0) ey 
为 zo 的 以 & 为 半径 的 开 球 , 亦 称 为 zo 的 <e- 邻 域 . 
由 此 , 做 第 二 章 $ 3, 可 以 定义 距离 空间 中 一 个 点 集 的 内 点 , 外 
点 ,边界 点 夏 极 版 点 , 导 集 , 用 包 , 开 集 笃 颖 念 . 


a Ir2" 


设 A279-1 是 《 马 ， 2 中 点 列 ， 如 果 存 在 XE 其 ， 全 


1imgf ee， +t) 一 0. 


则 称 {zw73-! 是 收敛 点 列 ，w 是 点 列 {zn}$-: 的 极限 ， 类 似 于 8"， 
可 以 证 明度 量 空间 中 收 敏 点 列 的 极限 是 唯一 的 . 
设 机 是 度量 空间 CX, 4) 中 点 集 , 定义 


CA) == sup dtr, y) 
:EE 


为 点 集 型 的 直径 . 若 下 异 ) 过 吕 , 则 称 半 为 ( 苹 ,2) 中 的 有 界 集 . 类 
似 于 BR, 可 以 正明 度量 空间 中 入 化 点 列 是 有 界 点 集 ， 度 量 空间 中 
闭 集 由 可 以 用 点 列 的 极限 采 定 义 ; 陡 巧 闭 人 的 充 要 条 件 是 如 中 任 
何 收 化 点 列 的 臣 限 都 在 型 中 , 即 若 x.EXM ,n= 1,2, "XT->2, 出 17 和 
好 .正面 讨论 某 些 具体 空间 中 点 列 收效 的 具 何 意 叉 . 

1，B" 为 维 欧 氏 空间 , zn 一 (8)， 二 1, 2， 
,为 "中 的 点 列 ,2 一 (5 , 5)ER", 不 难 证 明 {%,}%-1 按 欧 
氏 踊 离 收敛 二 zw 的 充分 必要 条 件 为 对 于 每 个 Ta 有 2 下 
(m00)., 

2. CLa, 拉 空 间 ， 设 位 3-1 及 了 分 别 为 C[e 6] 中 点 列 及 点 ， 
则 dr 一 maX| St 一 2 中 收 化 于 0 的 充 要 条 件 为 消 数 别 - 


{aCf))3- 在 [a, 6] 上 一 致 收 合 于 x(t). 

3， 序 列 空 间 号, 设 wa= (E19 及 
z= 分别 为 有 中 点 列 及 点 ， 下 面 证 明 点 列 
{zs}S-; 收 伍 于 z 的 充 要 条 件 为 ze 依 坐 标 收 化 于 z， 即 对 每 个 自 
然 数 i, 成 立 7" 一 5.， 事 实 上 , 如果 zw>z, 即 


(mo) 


nl Em 
G(T; 和) 7 1 十 | 上 | 0， 


所 以 对 任何 自然 煞 i 因为 证 和 全 -<214(zm,z), 所 以 


了 了。 


HE 一 瑟 | 

EY 
当 m->oo 时 收 化 于 0， 因 此 ,对 任何 给 定 的 正 数 。, 存 在 自然 数 N， 
使 当 m> 入 时 成 立 着 


上 一 二 | e 
1+ | | Ey 


由 此 可 得 |54 一 | 之 e， 这 说 明 对 每 个 i 二 1,2"…*， 当 m0 时 ， 
yi 反之 ， 营 寺 每 个 $=1, 2.., 成 立 著 gm sb (m00), 


对 任何 给 定 正 数 。, 因为 级 数 立志 收效 , 所 以 存在 自然 数 m, 使 


Si 
又 对 每 个 i 三 12,… mR 一 1, 存在 N;， 使 妆 nN 时 ， 
(mr 下 | 一 号 
1 一 引 <。 
令 计 一 max{N 和 ,m1), 那 未 当 4 放 N 时 


m3} 


已 
1 | 一 2 e 
7 生生 < re a 
2 


所 以 : 当 3#> 交 时 ,有 
Bun 
Q(Xry TL) = 王权 ai TT 
二 三 去 Te 
即 一 *, 证 毕 ， 
4， 可 测 国 数 空间 购 ( 天 )， 设 ty3 -及 子 分 别 为 哮 ( 生 ?中 的 
点 列 及 点 , 则 点 到 {fa}3-1 收 敦 于 了 的 充 要 条 件 为 函数 列 


好 人) 
“I74. 


依 测度 收敛 于 共 上 ， 事 实 上 ， 若 {F(t) %-1 依 测度 收 敦 于 (7)， 
则 对 任何 o>9, 有 

m( R[F — fo]) 0. (n>00) 
对 任意 给 定 的 正 数 e【〈 不 姑 取 ze 二 2m{ 闫 )), 取 


£ 


2 


Or 
m( 于 ) 一 分 ’ 


则 -了 宇 二 名 (和 )<< 二 ,对 这 个 ,由 户 ( 轩 依 测度 收效 于 J(t), 存在 
自然 数 尺 ,使 4 入 时 ， 

mCXL fat) — Ht) 20D) < 
所 以 

nf) = | Ro 


f(t) — ft) 
1+ [一 KOT 


+ OF 
gp nat [fi)— f(t)| 


和 (| 一 站 宇 0j)， 


KE 了 3aoj 


他 
Ie" )<e, 


即 4( 记 ,六 -0, (n>o0)， 反 之 如 果 2(f, 全 0 (n->o0), 对 任意 
全 下 o> 由 于 


Ts 


[f(D)) 
< HI FT 


[lfn-fi2r) 
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Sad(f,, f), 
出 此 可 知 
limm( XIIf fl2o])= 0, 


即 {fn(t)%, 依 测度 收 化 于 并 (t). 

由 上 面 一 系列 例子 可 以 看 到 ， 尽 管 在 各 个 只 体 空间 中 各 种 极 
限 概念 不 完全 一 致 ( 依 坐 标 收 敏 , 一 致 收 伍 , 依 测 庆 收 北 等 等 )， 但 
当 我 们 引入 适当 的 距离 以 后 ， 都 可 以 统一 在 度量 空间 的 极限 概念 
之 中 , 这 就 为 统一 处 理 提供 了 方便 

下 面 我 们 引 人 度 量 空间 中 秋 密 子 集 和 可 分 度量 空间 的 概念， 

定义 1 设 X 是 度量 空间 , W 和 到 是 和 中 两 个 子 集 , 令 下 表示 
歼 的 闭 包 ,如果 六 二 页 , 那 末 称 集 开 在 集 六 中 稠密 , 当 NW 二 X 时 称 
2 为 下 的 一 个 镁 密 也 祭 ， 如 果 芒 有 一 个 可 列 的 乎 窗子 集 ， 则 称 碟 
是 可 分 空间 

例 1 2 维 欧 氏 空间 R" 是 可 分 空间 ， 事 实 上 座 标 为 有 理 数 的 
全 体 是 Br" 的 可 列 稠密 子 集 ， 

例 2 离散 距离 空间 蕊 可 分 的 充 妥 条 件 为 忆 是 可 列 集 .事实 
二 在 筷 中 没有 稠密 真子 集 ,所 以 开 中 唯一 的 稠密 子 集 只 有 瑟 本 身 ， 
因此 七 可 分 的 充 要 条 件 为 下 是 可 列 集 ， 

下 面 举 一 个 不 可 分 度量 空间 的 例子 ， 令 1” 表示 有 界 实 (或 
复 ) 数 列 全 体 , 对 ?= 中 任意 两 点 2 二 (1, 6 …) = (1 胃 ，…), 定 
义 


d(x, =supl£,—7|-. 


易 证 让 按 式 z, 四 成 为 度量 空间 . 
例 3 5 是 不 可 分 空间 ， 
证 明令 站 袁 示 ?1 中 坐标 专 取 情 为 和 或 工 的 点 Y 一 (与 各， 
“全体 ， 册 型 与 二 进位 小 数 一 一 对 应 ， 所 以 型 有 过 续 统 的 基数 . 
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对 对 中 任意 两 个 不 辣 的 点 一 久 有 ez, 护 一 4 如 果 ”可 分 则 六 
中 存在 可 列 筒 窗子 集 , 设 为 ty }， 对 于 中 每 一 点 2 作 球 大 汪 寺 ) 


则 
1 
Lztr 3) 
是 一 族 两 两 不 相交 的 球 ,总数 有 不 可 列 个 ， 但 由 于 {y,} 在 1” 中 和 
密 , 所 以 每 个 区 z, 言 ) 中 昔 少 含有 (加 } 中 一 点 , 这 与 fg ) 是 可 休 集 
矛盾 , 证 毕 . 


EM 


$3. 连续 映照 


仿照 直线 上 函数 连续 性 的 定义 ， 我 们 引入 度 旺 空间 中 映照 过 
续 人 性 的 概念 . 

定义 1 设 天 =( 互 ,四 ,了 = (7, 拉 是 两 个 度量 空间 ,T 是 下 到 
Y 中 映照 , zoE 瑟 , 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 se, 存在 正 数 B>>0， 使 
对 也 中 一 切 满足 g(e,zo)<6 的 x, 成立 

gCPr, Tro) es, 

则 称 多 在 xz。 连续 . 

如 果 用 邻 域 来 描述 , 浇 未 也 在 xo 连续 的 定义 可 以 改 述 为 :对 
Ps 的 每 个 E- 邻 域 W, 必 有 zo 的 某 个 6- 邻 域 No 使 TNoCN, 其 中 
We 表示 Ws 在 上 映照 了 作用 下 的 像 ， 

我 们 也 可 以 唐 极 限 来 定义 映照 的 连续 性 ， 

定理 1 设 包 是 度量 空间 (六 , 办 到 产量 空间 (了 , 名) 中 的 映照 ， 
那 末 不 在 toEX 连续 的 充 要 条 人 御 为 当 如 一 oo 时 ， 必 有 了 ro->Tzo。 

证 明 ”必要 性 , 如 果 人 在 sn 于 连续 , 那 来 对 任意 给 定 的 正 数 
2, 存在 正 数 坟 使 当 dz zeo)<G 时 ,有 起 Zen2z)<e 因为 mw 一人 
所 以 存在 自然 数 站, 当 n> 了 时 , 有 dz #0) 之 6, 因此 


vt 章 刀 1 昌 


证 [四 Tro) ae, 


这 就 证 明了 Ya 一 > 了 oo， 
充分 性 , 用 反 证 法 , 如 果 了 在 z 不 连续 , 那 末 存在 正 数 eo>0， 
使 对 任何 正 数 6>0, 区 有 Et 洲 足 d(x, Yo) oe, 但 d(T Txo) 


之 ew, 转 取 5 一 并， 则 有 zw, 使 f(x,， +)< 二 ， 有 Ex Two) 尝 so, 这 


就 是 说 ,x4 二 70, 但 Tx。 不 收 伊 于 x0, 这 与 假设 蔬 盾 , 证 毕 . 
如 果 映 照 存 在 下 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 了 是 碟 上 的 过 续 映 照 . 
{x | XE TrE NH}, MCY 
为 集合 以 在 映 照 了 下 的 原 像 ， 简 记 为 了 -4 

关于 连续 映照 成 立 着 下 面 的 定理 

定理 2 度量 空 痊 到 了 中 的 映照 了 是 上 和 连续 映 巾 的 充 要 
条 件 为 了 中 任 壳 开 生 于 的 原 像 T-'NY 是 工 中 的 开 集 . 

证 明 必要 性 ， 设 多 是 连续 映照 ,CY 是 了 中 开 集 ， 如果 
T-1MH= BH， 那 末 T-'M 是 他 中 开 集 ， 如 果 人 于 寺 名 ， 则 对 任意 
zoETT1M; 令 扣 一 Txo, 则 goS 肝 。 由 于 计 是 开 集 ， 所 以 存在 加 的 
。- 邻 域 N,NC WH, 由 的 连续 性 ， 存 在 zo 的 半分 域 六。， 使 TW。 
CN, 这 就 是 说 

NCT IINCT NM, 
所 以 是 了 -LE 的 内 点 ,由 z 的 任意 性 知 T-'M 是 蕊 中 开 集 ， 

充分 性 , 如 果 了 中 每 一 个 开 集 的 原 像 是 开 集 , 对 任意 mE 瑟 及 
Txo 的 任意 e- 邻 域 WN, 那 未 TT"1N 是 了 中 开 集 ,又 zoET7IN,， 所 以 
zo 是 TW 的 内 点 ,因而 存在 wo 的 某 个 5- 领域 No, 使 NoCT-!N， 
于 是 TNoCN, 送 说 明了 在 zo 连续 , 申 zo 的 任意 性 可 知 全 是 下 上 
的 连续 映照 , 证 毕 . 

利用 了 -ICa) 一 CCT71M), 不 难 证 明 在 上 面 定 理 中 把 开 集 改 

* IJ7B* 


为 闭 集 后 定理 仍然 成 立 ， 


§ 4， 柯 西点 列 和 完备 度量 空间 

普 先 回 亿 一 下 型 中 柯 西点 列 的 定 文 ， 设 {x:}%-1 是 BR' 中 的 
点 询 , 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 e 半 0， 存 在 自然 数 N= N(e), 当 %， 
并 之 时 丰 

d(xny Tm) = | — Xmn| < 
则 称 tsjs-: 是 吾 ! 中 的 柯 西 点 列 ， 类似 地 可 以 定 六 度量 空间 中 的 
柯 西 点 列 . 

定义 1 设 肝 = ( 瑟 ,0) 是 度量 空间 ，{zs}S-: 是 天 中 点 列 ， 如 
果 对 任何 事先 给 定 的 正 数 e 半 0, 存 在 自然 数 主 = 和 N(e), 使 当 %,m 
> 下 时 , 必 有 

R(X Fm) LE, 
则 称 tz,}S-, 是 下 中 的 柯 西 点 列 或 基本 点 列 ， 如 果 度 量 空间 (XX， 
信 中 每 个 柯 西点 列 都 收敛, 那 末 称 (, g) 是 完备 的 讶 量 空间 . 

让 完备 席 量 空间 的 定义 ， 立 即 可 知 有 理 数 全 体 按 绝对 值 距 离 
构成 的 空间 不 完备 ， 但 # 维 欧 代 空间 所 则 是 完备 的 度量 空间 ,在 
一 般 度量 窄 间 中 , 柯 西点 列 不 一定 收 敏 :但 是 度量 空间 中 的 每 一 个 
收 伍 点 列 都 是 坷 西点 列 ， 实 际 上 , 如 果 x, 一 x*， 那 末 对 任何 正 数 e 
>0, 存在 他 二 六 (C2), 使 当 #>N 时 ,有 

d (xn, z) 一 可 
因此 , 当 7,m 守 NW 时 ,由 三 点 不 等 式 , 得 到 
d(T Tm) AE 2) + d(C, ) < 人 = 


即 {zs}#-1 是 柯 西 点 列 . 
例 1 广 是 完备 度量 空间 
证 明 设 {zw}a-; 是 !* 中 的 柯 西 点 列 ， 其 中 zm= (后 
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"2 ,于 是 对 于 任意 < 六 0, 存 在 自然 数 入 , 当 n,m>>N 时 ， 


dxm, rs) =sup|s 7 | 《1) 
因此 , 对 每 一 个 锅 定 的 记 当 mm> 入 时 ,成立 
上 光一 二 | < (C2) 


这 就 是 说 , 数列 入 "4 = 1 2 … 是 柯 耳 数列 , 因此 , 存在 数 &;, 使 得 
0), 令 (81 二 )。 下面 证 朋 2E1*, 且 x4 一 x 在 
(2) 式 中 , 令 2- 二 co, 我们 得 到 ,对 一 切 m 汪 入, 成立 
上 一 和 <， (3) 

又 因 zm= C5)E1”"， 因 此 存在 实数 站 ,使 得 对 
所 有 记 成 立 |& | 过 尺 n， 因 此 ， 

(és 6 E+ IE | eT Kn 
这 就 证 明了 xzE2*， 由 (3) 式 , 可知 对 一 切 mw 半 入 ;成立 

d(xm, 人) =supls és| ee, 


所 以 zw 一 zz, 因此 大 是 完备 度量 空间 ,证 毕 ， 
令 C 表 示 所 有 收 谍 的 实 (或 复 ) 数列 全 体 ， 对 妃 中 任意 两 点 
i 人 
dl, =suplE nl 


易 证 CC 是 一 度量 空间 , 实际 上 它 是 2” 的 一 个 子 空间 . 

例 2 GCG 是 完备 的 度量 空间 . 

为 此 我 们 首先 证 明基 于 子 空间 完备 性 的 一 个 定理 , 

定理 1 完备 度量 空间 下 的 子 空间 屠 , 是 完备 空间 的 充 要 条 
件 为 六 是 下 中 的 闭 子 空间 . 

证 明 ” 谈 形 是 完备 子 空 间 ， 对 每 个 :EE 及， 存在 覆 中 点 列 
{zaj3-l 使 ->2 由 前 述 , {z}3-: 是 于 中 柯 西点 列 ， 所 以 在 于 中 
收 伏 ,由 极限 的 唯一 性 可 知 zeE 姓 , 肥胖 己 陡 ,所 所 开 二 时 ， 妓 对 是 
团子 空间 . 
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反之 ,如果 {fzn}S- 是 王 中 柯 西 点 列 , 央 开 是 完备 麻 最 空间 , 所 
以 在 在 rzE 瑟 , 使 mm ->z， 由 于 亚 是 蕊 中 闲 子 空间 ， 所 以 xE 好 ， 即 
{z13 -在 于 中 收 策 , 这 就 证 明了 用 是 完备 度量 空间 ， 证 毕 . 

例 2 的 证 明 由 定理 1， 只 要 证 C 是 1” 中 的 间 子 空间 即 可 . 
对 任何 ?=(&1 62，…)E0, 存 在 24 二 (8, EEC, 4 二 412,"， 
zu->z, 因 此 对 任何 正 数 >>0, 存在 自然 数 育 , 当 # 尖 NN 时 ， 对 所 有 
自然 数 j, 成 立 


[57 6 | Sd 1) 
特别 取 %W= 义 , 那 未 村 所 有 有 
INF 2 
上 六 一 全 | 多 本， 


但 因 zxEC， 即 #9 当 j-zco 时 觅 雍 ， 因 {( 抽 存 在 N,， 使 对 当 六 大 
尖 N, 时 ,有 


对 、 8 
1 一 < 


于 是 当 了 | 时, 成立 
EF < 
这 说 明 呈 912,… 是 柯 西 数列 , 因而 收 伍 , 凤 EC， 
所 以 恕 基 1* 中 的 闵 子 穹 间 , 证 毕 ， 
例 3 CLa,5] 是 完备 的 度量 空间 . 
设 zm r= 二 1,2, 昼 基 CTa, 四 中 的 柯 西 点 列 ， 寺 是 对 任何 正 数 
>0, 存在 自然 数 译 ,使 对 一 切 #,m 汪 对 ,有 
Za 区 | yn 人 zz) 一 rl) | = drn, rn) es (4) 
因此 对 任何 5E-o, 妇 , 有 
[rat) ~ wt)! <e. 


这 说明 当 f 国定 时 ,2 人 ED 一] 2 是 柯 酚 点 列 ， 所 以 存在 x(#)， 
» 1sI* 


使 X(t) 二 z(t)， 下 面 证 明 z(t 是 [a, 58] 上 连续 函数 , 且 zx.->7x, 事 
实 .上 在 (4) 中 令 ->co, 那 末 可 以 得 到 当 各 > 计时 ,成 立 
max |zm( t) x(t)| <e. 《5》 
这 说 明 za( 太 在 [a. 5 一致 收 鳅 于 zt， 所 以 x( 引 是 Ce,8] 上 上 连 
续 消 数 , 园 此 xECLa,#5]j, 且 由 (5), 知 当 m>>N 时 ， 
d {xm, +)—maxlzn(t) (i) 1se. 

且 zw 一 7, 这 就 说 明了 cre ' 人 是 完备 度量 空间 证 毕 . 

店面 举 儿 个 不 完备 空间 的 例子 . 

例 4 令 P[La,] 表 示 闲 区 间 [4,51 .上 实 系 数 多 项 式 仿 体 ” 那 
去 Pla, 妇 作为 CLa, 妇 的 子 空间 是 不 完 和 省 的 座 且 空间， 事实 上 在 
在 多 项 式 列 Pos， 一 1,2 收 在 79,8] 上 一 致 地 收 化 于 某 个 非 多 项 式 
的 连续 沙 数 ,也 就 上 丰 说 PLa, 如 不 是 ere, 可 的 周子 室 间 , 由 定理 1， 
知道 PFa, 不 是 完备 嵌 量 空间 . 

设 革 让 示 闭 区 间 [50, 1] 上 连续 函数 全 体 ,对 任何 x,¥ET, 令 

EE 

那 末 {( 世 ,四 成 为 度量 空间 ， 事 实 上 上 , 容易 验证 ZCx, 四 满足 第 二 章 
$ 1 中 甘于 距离 的 条 件 2”， 现 验证 E(z, 打 满 是 条 件 1"， 事 实 上 ， 
zz 纪 非 负 晶 然 ,， 如果 x 三 #(t), E200, 2] 则 显然 &(x,8)=0， 
反之 和 如果 Ex， 拉 二 0， 因 为 |xC 一 站 宇 90， 所 以 x 让 二 y(t) 
a.6， 十 [9,1j], 但 几乎 处 处 相等 的 连续 消 数 必然 恒 秘 ,所以 xz =. 

例 5 上 面 定 又 的 度 于 空间 { 拒 ,人 不 完备 ， 

证 肖 , 仿 ( 国 | 6. 1) 


于 IR2* 


那 未 , {zx;}7-1 是 (四 中 的 机 西点 列 , 事实 上 上 ， 对 任何 正 数 之 0， 
当 ma 天 > 工时 ， 


dzw am) 一 | tet)— zat)| dh 


1+1 
型 


= s(t) -std ie, 
但 对 每 个 ze XX 
d(x, z)=[ 12 的 一 区 的 ] 本 


， 
=| 1z(2) 1 如 + | ED 
9 3 


上 | ils()1a. 
1 


tm 


td 


/ E \ 
如果 am)>0, 必 有 | lz(21 到 一 0,| 11-e(2)1 下 =0， 但 由 


于 zx() 在 [0, 思 上 连续 ,所 以 z(t) 在 |0, 寺 | 上 全 为 0, 在 (二 ,1| 上 
恒 为 1 所 以 lim z()=0，lim z(t)=1， 这 与 <(#) 在 [0, 口上 
1 下 击 -人 0 + 人 0 


连续 矛盾 ,因此 ( 开 , 四 不 完备 ,和 证 毕 . 


8 5， 度 量 室 间 的 完备 化 
我 们 曾 指 出 直线 上 有 理 数 全 体 日 作为 的 于 空间 不 是 完 
的 度 景 空间 , 但 是 我 们 可 以 将 8“ 扩 大 ”成 完备 的 度量 空间 已 ， 即 
在 晶 中 加 入 “无 理 数 ”, 使 之 成 为 新 的 度量 空间 R', 并 且 旬 在 R! 中 
箱 密 ， 下 面 我 们 要 说 明知 -一 个 布 完备 的 度量 空间 都 可 以 加 以 “入 
» TBIe 


大 ", 即 成 为 菜 个 完备 产量 空间 的 稠密 子 空间 , 为 此 , 首先 介绍 几 个 
鬼 念 . 
定义 1 设 (X, 四, ( 卫 , 外 ) 越 两 个 度量 空间 ， 如 果 存 在 廊 到 太 
上 的 保 距 映照 了, 则 称 {也 ,4) 和 (这, 等 距 同 构 ,此 时 全 称 为 六 到 
义 上 的 等 距 间 构 映 昭 . 
在 泛 孙 分 析 中 往往 把 两 个 第 距 回 构 的 度 明 空间 不 加 区 别 而 视 
为 同一 的 ， 
定理 1 (度量 空 六 的 完备 化 定理 ) 设 半 = (于 , 人 是 度量 字 
间 ,; 那 束 一 定 存在 一 完 音 度量 空间 , 他 一 ( 廊 , 2)， 使 卫 与 全 的 某 个 
稠密 子 空 间 币 等 距 同 构 , 并且 议 在 等 距 同 烙 意 光 下 是 唯一 的 ， 即 
落 (去 ,加 也 是 一 完备 的 度量 空间 , 且 筷 与 总 的 车 个 称 密 子 空间 等 
路 同 构 , 则 ( 广 , 鸭 与 ( 环 , 们 筹 距 间 构 . 
证 明 ”我 们 分 成 四 步 来 证 明 
(1) 构 壮 六 一 (有 ,四 
令 玉 为 下 中 柯 西 点 到 元 = fy ;全体 ， 对 误 中 任意 两 个 元 絮 ，8= 
Ta 
limd Ca, gs) 一 {1) 
则 称 所 与 首相 稳 ， 记 为 一世 或 ip 一 人 9 对 误 中 任意 两 点 # 一 
{fra}?-1 及 部 = ty, 定 多 
CAE —limd (sn, #4). (2) 
我 们 首先 指 册 上 趟 右 汕 极 委 存 在 , 事实 上 , 由 三 点 不 等 式 
Gro, Yr) EE En, tom) mm go) 二 Emo 所 以 
Bg Yr) {dm Ym) ET, Cm) ,Ye 
类 似 也 有 
Brn Yn — RN, Ha) EF Fm Rs, Yn) 
由 嘴 得 到 
上 (zy ¥m) —R ro, Fn) | Ed CF Km) Bin)» 《3) 
让 于 {zo 了 .和 好 :7% 是 中 中 柯 西点 列 ， 所 以 生 (en 75-1 是 RB: 中 柯 西数 
列 , 因此 (2) 由 右 端 极限 存在 。 
» 184. 


共 次 ,我 们 指出 , 如 果 和 由 = 他 全 和 一 则 
limd (xs go) 一 limd (2 YY, 
即 要 指 刑 名 (过 区 与 用 来 表示 与 于 的 其 体 柯 西点 列 fw， 和 和 .了 -无 
美 ， 事 实 小 , 类 位 于 不 等 式 (3} 的 证 明 , 可 以 得 到 
[eatwa ga) — xs, #5) | 0 (vn 35) Yn YH) 
由 limzkz。 1) =0, limdly,, #%) =0, 可 知 


lima tr,, ya.) = limd (zr, #,). 

最 后 证 明 &(z, 职 满 足 关 于 距离 条 件 1 及 2"，5 屁 究 显 然 韭 负 . 又 6( 示 
沪 一 0 等 价 于 lime(zoy 加 一 0 即 关 = 症 此 外 ,车 吝 一 人 -8 一 入 o 和 ls 
z= 1- 六 六 中 枉 意 三 个 元 素 ; 则 

dF, = ima ss, YE Tm (re, £0) 
十 md (Cy, za) 一 全 (六 动 十 (入 光 ， 

内 此 蔷 按 4 成 为 座 量 空间 . 

C2) 作 六 的 稠 窗子 空 间 剑 ,及 五 瑚 镀 的 等 距 映 照 工 . 

对 每 个 瑟 下 ,他 下 一 -其 中 鸭 一 思 2 一 1, 2 …, 星 然 5EE， 令 

TD 一 已， 
W=TX, 因 db, Tay =6(b, y=]imd (tb, om) 
= ip, a), 

所 以 了 是 瑟 到 下 上 的 等 虐 旺 照 ， 即 立 与 全 等 虑 同 构 下 证 印 是 中 的 秽 密 子 
集 , 对 任何 允 二 {7r7%-15X, 令 五 一 全 由 7 其 中 z= 二 zj 了 二 1,2…, 则 高, 全 ， 
因 主 ={xe}%。 1 是 蔷 中 柯 西 列 , 所 以 对 尾 何 正 艇 s>0, 窒 在 自然 数 玉 ， 合 得当 
1 时 ， 


sh. Tw) < 


E(k, Er) =—lima (ge,, rwy Fe, 
这 说 明 在 全 的 枉 何 - 邻 域 中 必 有 本 中 的 点 ,所 以 印 在 鞠 中 稠密 . 
C3) 证 明志 是 完备 的 旗 量 空间 ， 
设 熏 62 是 六 中 柯 西 点 列 。 因 环 在 立 中 稳 密 ,所 以 对 每 不 站 m ,存在 
» Js » 


和 zy zi) < (4) 


4 

元 十 
由 此 可 知 《 是 全 中 柯 西 点 列 ， 因 为 下 是 站 到 不 上 等 距 上 映照 ， 所 以 
{sej8<i: 是 下 中 柯 西 虚 列 , 今 订 = 1 村 2-: 则 起 误 ,六 由 人 4》 


在 (于) 在 CECGD, 条 十 总 (到 一 二 十 入, 到 


一 六 十 imates 3m] ， 

但 上 式 右 边 当 # 足 能 大 时 ,可 以 小 于 事先 给 定 的 任意 正 数 se , 所 以 limikicn， 
多 一 0, 因而 这 是 完备 度量 空间 ， 

(4) 证 明亮 的 叭 一 性 

如 果 ( 京 , 拉 是 另 一 个 完备 度量 空间 ,而 且 下 与 ( 瘦 , 办 中 镁 窗子 集 市 等 距 
同 物 . 

作 计 到 证 上 孔 上 照 如 下 ; 对 任何 2 对 ,由 诊 在 厄 中 稠密 性 ， 存 首 仿 申 点 
列 { ys- ， 司 2- 二， 但 由 于 球 与 三 竺 距 同 构 ， 琴 也 与 互 等 虹 同 稳 ， 易 
知 售 与 政 也 等 距 同 构 ， 设 8 为 廊 到 下 上 等 距 同 构 映 照 ， 由 zm->z， 易 知 
{9p (0 是 吉 中 柯 西点 列 ,由 误 的 完备 性 , 存在 ZK 福 ,使 (45m1) -> 区 邻 

三 = 下 
首先 , 这 样 定 多 的 与 任 0"}3-1 无 关 , 最 车 私有 信人 31, 于 ETV ,二 1， 
> 则 1imottc) 一 limofg 事实 上 


Sime (a), limg (9) = limd (gy (2"), 9 人 8 
=Iimed (en, "=, £) =0. 
所 以 limp (C2) 一 limp (9 )， 下 证 于是 节 到 文 上 等 距 同 构 上 映照 。 对 任何 


EE 笛 , 由 于 印 是 证 中 称 密 子 集 , 所 以 存在 让 中 点 列 { 1 -i， 使 3%1->z, 同 前 
证 明 , 可 知 {gp 了 (Ei)}%-i 为 总 申 柯 西点 列 , 融 有 42E 诈 , 合 -t(jis') >， 易 
知 了 #4= 针 有 妈 卫 映 照 总 到 如 二 ,又 对 醋 何 名 兹 故 ,有 中 点 列 全"'}s 和 
A =14 本 于， Pi 所 成 

= 8G * 


(及 一 limd (2 0) =—limi (p26), p (8"))) 
TET 
这 就 证 明了 了 久 是 一 个 笔 距 同 构 陕 照 , 所 以 竟 与 芝 等 距 同 神 ， 证 第 . 
如 果 我 们 把 两 个 等 距 同 构 的 度量 空间 不 加 以 区 别 , 视 为 同一 ， 
那 末 定理 1 可 以 改 述 如 下 ; 
定理 1 设立 =( 下 ,有 ) 是 度量 空间 , 那 末 存在 唯一 的 完备 度 
量 空间 六 = ( 令 , 3), 使 XX 为 久 的 稠密 子 空间 . 


§ 6。 压缩 映照 原理 及 其 应 用 


必 为 完备 庶 量 空间 概念 的 应 用 ， 我 们 介绍 Banach 的 压 铺 映 
照 原理 ， 它 在 许多 关于 唯一 存在 性 的 定理 (例如 微分 方程 ,代数 方 
程 , 积分 方程 等 ?的 证 明 中 大 一 个 有 力 的 工具 . 
定 尺 1 设 美 是 度量 空间 , 了 是 革 到 蔚 中 的 上 映照, 如果 存在 一 
个 数 &,0<m 过 1, 使 得 对 所 有 的 *,yE 节 , 成立 
. dT, Ty) Saiz, Y), (1) 
则 称 P 是 压缩 映照 
压缩 映照 存放 何 .上 的 意思 是 说 点 < 和 # 经 全 映照 后 ， 它 们 像 
的 距 底 缩短 了 ,不 超过 d(xz, 引 的 @ 倍 Ca 了 ). 
定理 1 《压缩 且 照 定理 ) 该 并 是 完 弟 的 度量 空 疗 , 了 是 XX 上 
的 压缩 映照 , 那 未 公有 且 只 有 一 个 不 动 点 (就 是 说 ,方程 Tz=z, 有 
且 只 有 一 个 解 ). 
证 明 设 z 是 中 任意 一 点 . 令 宣 =Txo，%2 = 二 TY 一 人 T3， 
0 和 们 证 明 点 到 {8}? 龙王 中 柯 西点 列 。 
事实 上 
{xmii tm) TE Tran ) Ed rm Hm) 
RUT 1 Trin 0) Ea dr Xm) 
dL 0), (2) 


申 ESF 二 


由 三 点 不 等 式 , 当 ?> 六 时 ， 
d(x Fa) Er, Tmst) + a rn, Tmea) Te 
Tata; Ya 
Ca eit a) dr, zy 


rn 
一 om 二 和 (ru wy). 


了 
因 0<w<1, 所 以 1 一 om 于 是 得 到 
Crn， za dlr, z), (nm) (3) 


所 以 当 了， Roo 时 ， Ty Tn} -> {x 是 蕊 中 柯 西 点 
列 , 由 于 完备 性 , 存在 xE 天 ,使 zw=>z, 又 由 三 点 不 等 碟 和 条 件 (1)， 


我 们 有 
dr, SEC tm) Fd Tr) 


ERE, Tn) ACT 1, £), 

上 面 不 等 式 右 端 当 1% 下 oo 时 趋 交 于 0， 所 以 d(x, Tx) = 二 0, 即 
x=Ta. 

下 证 唯一 性 。 和 如果 叉 有 EX, 使 TE 二 则 由 条 件 (1)， 

A SRA, KR), 

因 &<1, 所 以 必须 &Kz, 动 一 0, 即 z= 名 ,证 毕 . 

压缩 映照 原理 在 分 析 , 微分 方程 ,积分 方程 ， 代 数 方程 解 的 存 
在 和 唯一 性 定理 证 明 中 起 了 重要 作用 ， 由 于 往 钵 所 限 ， 这 里 只 能 
介绍 隐 孟 数 存 在 定理 以 及 常 微 分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 
{Picard). 

定理 2 设 函 数 了 (x,y) 在 带 状 域 

drEb, -0 

中 处 处 连续 , 且 处 处 有 关于 zy 的 篇 导数 f(z、y). 如 果 还 存在 常数 
7 和 型 ,满足 


Om f(r) EM, 
“188* 


则 方程 f(x, 8) 二 0 在 区 间 [a,8]J 上 必 有 唯一 的 连续 函数 y= g(x)， 
使 得 
fx, pr xzEfa, 0]， 
证 刘 完 备 空间 CLe, 5 中 作 映 昭 4, 使 对 任意 的 菌 数 gfz)E 


CLa，B]， 有 (498)07) plz) 一 去 f(z， p(x))， 按照 定理 条 件 ， 


(2 的 是 连续 前 , 故 (4p]67) 也 连续 , 即 4pEC[e 58]， 所 以 4 是 
CLa, 到 自身 的 映照 . 

现 证 4 是 线 缩 映照 ， 任 取 pl,， wsEOfa, 5]， 根 据 微分 中 和 值 定 
下 ,存在 0<9<<1, 满足 


|CAgs) (z) — CAg1) (2)| = [paz) 一 二 fo px) 
一 C++ 关 /Ce 9) 1p(a) 


一 oo) fs Le p(s) + Oar) 
— PE) (Palz) — p(s))| 


p(n) -p(nD1(1 一 各 》 


由 于 0< 各 <1, 所 以 令 a=(] 一 器 ) 则 有 0<w<1, 且 


_ |dps— Ag .|e| pa— pl. 
按 CLa, 中 距离 的 定义 , 即 知 
dATP — APII EN 2 — pi). 
因此 , 4 是 压缩 映照 。 由 定理 1, 存在 叭 - -的 wECTea, 六 满 是 4p 一 


9, 即 p(z) = pz) 一 二 (ro(z)), 这 斌 是 说 


fx, Pr) E00 arp 


* 站 后 号 » 


定理 3 (Picard) 设 了 (四 是 矩形 
R={(t, 2) | 上 任 一 丰 | a, Ea. 
上 的 二 元 连续 函数 , 设 | | 坟 肛 (1,2 ER, 又 (tf,Y) 在 8 上装 于 4 满足 
Lipschitz 条 件 , 即 存在 常数 攻 . 使 对 任意 的 (t,x), (1, wy ER, 有 
[fet 一 了 CD 安民] 一 4 (4) 
狂 来 方程 一 (在 区 间 了 = Cts 一 B，to-+ 有 上 有 唯一 的 满足 初始 厅 件 
省 《一 省 的 连续 函数 解 ， 其 中 


:a [a 1 
B<mimja, 将， 让 C5) 


证 明 , 设 C5to 一 ,to 十 8] 表示 区 问 Lio 一 ,fo 十 8B] 上 连续 隔 数 全 体 按 汇 

离 2(z, 办 一 maxiz(t) 一 y()] 所 成 的 度 最 空间 ， 由 本意 4, 例 3 知 0[to 一 
月 ,to 十 用 是 完备 度量 空间 ,又 令 诗 起 示 C7io 一 .to 十 有 中 满足 条 件 

EA (EEF [i 
的 连续 函数 全 体 席 成 的 子 空间 , 不 难看 出 说 荐 闭 于 空 邮 , 由 4. 定理 1, 六 是 
完备 度量 空间 ， 令 

Ty) 一 zx 十 | fl, a(t dt, {7) 
划 了 是 在 到 六 中 的 映照 , 事实 上 , 因 天 8<<5, 所 以 如 果 ze， 那 末 当 tEfto 一 
户 ,to 十 让 时, (#2tE)ER, 了 国 了 tf,T) 是 玉 上 二 党 连续 随 数 ,所 以 (7] 式 右 湛 
积分 有 意义 ， 及 对 一 切 tJ, 成立 

{Totty go) = fF, eC alNM Itt) SNM, 
所 以 , 当 wmEC 时 , 人 wf， 下 而 我 们 指出 人 是 庄 缩 映照 ， 事 实 上 由 Lipschitz 
条 件 {4), 对 依 中 任 章 两 点 z 和 ,有 
[Tot) To(t) | 一 下 Fe #)—f(t, 2)1at| 
it :Kmax|zti)—o(t)| 
EPdY, 2。 
令 二 KB, 则 0<a<i1l, 月 
d(T, Te) —max, Trt) — To |Sadlz, »), 

靳 以 多 是 她 上 正 缩 映 购 , 由 定理 1, 存在 叭 --zEC, 使 Tx 二 x, 即 
= J90* 


z(t) = + fe zt), (8) 
且 wfto) 二 zo ,两边 尘 求 针 ,其 得 
Erft)y i 
= ft 0)). 


这 说 明 z( 晶 是 方程 红 一 GE， 四 满足 初 姑 条 件 z(to) 一 zo 的 解 ， 另 和 外， 如果 
=( 引 也 是 此 方程 满足 初始 条 件 =(to) 一 5 的 解 , 那 末 ， 
#0) 一 mm 十 | ft, E02)) dt 

因而 六 , 世 训 是 也 的 不 动 点 ， 由 定理 1 中 不 动 点 的 唯一 性 必 有 未 一 *， 即 方 
程 吧 一 了 (tb 2) 在 区 阅 5to 一 户 ,to 十 肌 上 有 唯一 的 满足 初始 象 件 zto) 一 za 的 
连续 函数 解 , 证 毕 . 

上 压缩 映照 原理 不 公证 明了 方程 Ya=z 解 的 存在 性 和 了 唯一 性 ， 
而 且 世 提供 了 求解 的 方法 一 一 和 逐次 逼近 靶 ， 即 只 要 任 取 zo 下, 令 
zx 二 人 "Yo 则 解 Y 二 1imzno 如 果 在 43) 中 , 令 n>co, 则 有 


[ 2 < 


Eade #0) 2 


49) 式 给 出 了 用 {7m}%-! 逼近 解 工 的 误差 估计 式 。 


§1. 线性 空间 

在 许多 数学 问题 和 实际 问题 中 ， 我 们 遇 到 的 空间 不 仅 杰 求 有 
极限 运算 , 而 且 还 要 求 有 所谓 的 加 法 和 数 乘 的 代数 运算 ， 

定义 1 设 蔬 是 一 非 空 集合 ， 在 七 中 定义 了 元 素 的 加 法 运算 
和 实数 (或 复数 ) 与 文中 元 开 的 坑 法 运算 , 满足 下 列 条 件 : 

《一 )》 关于 加 读 成 为 交换 群 , 即 对 任意 x,yE 革 ,存在 dE 下 与 
之 对 应 , 记 为 4==# 十 包 称 为 2 与 的 和 ,汉中 

1) xX 二 十 并， 

2) (x 十 站 十 z 二 zx 十 (y 十 2), (任何 34,9,zE 政 ) 
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3) 在 下 中 存在 唯一 元 素 使 对 任何 zE 吕 ,成 立 z+8= 2 称 
日 为 下 中 零 元 素 . 

4) 对 下 中 每 个 元 迷 x, 存在 唯一 元 于 ?ET， 便 xz 十 z= 二 9, 称 
?8 为 了 的 负 元 素 , 记 为 一 >， 

《一 ) 对 于 瑟 中 每 个 元 素 xEE, 及 任何 实数 (或 复数 )a, 存在 元 
小 ueE 计 与 之 对 应 ， 记 为 yu 一 a7, 称 为 4 与 到 的 数 积 , 满足 

1) 1z 一 2 

2) atBz) 二 (98)z 对 任何 实数 (或 复数 ) a 和 585 成立， 

3) (gz—grt br alz+y)=ar+t+ ey, 
元 素 称 为 向 量 。 如 果 数 积 运 算 只 对 实数 (复数 ) 有 意 关 ， 则 称 蔷 丰 
实 { 复 ) 线 性 空间 . 读者 不 难 证 明 , 对 所 有 向 量 3% 和 数 a, 成立 

Dz = 0, 
a 8, 
一 1)7 一 一 人 w。 

以 后 仍 把 等 元 素 #8 记 为 0. 
下 面 举 一 些 线性 空间 的 例子 。 

例 1 FB"， 对 襄 中 任意 两 点 z= (8&, Sa, 2 一 《9 9 
“ya 和 任何 实 ( 复 ) 数 a, 定义 
四 t+ y= {+ 二 es 二》 

a2 (ef, GEs, 0*,) aEn) 

容易 验证 .Br" 按 上 述 加 法 利 数 乘 运算 成 突 ( 复 ) 线 性 空间 . 

例 2 Cr[e 2 对 Cra, 的 中 任意 两 个 元 素 风 9 和 数 四 
定义 

(z+)=a +t), teLa, db) 
tar}(t}y=azxz(t), te[g, B51 

则 心 [a, 8] 按 上 述 加 法 运算 和 数 乘 运算 成 为 线性 空间 ， 
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一 般 ， 设 8 为 一 集 , 玉 表 示 日 上 亲 些 陪 数 所 成 的 函数 族 , 在 到 
中 按 通常 方 法 规定 加 法 和 数 乘 如 下 : 对 任何 {EE 久 , 令 
CF HTN FO HG), fy9EF 
《aptty -api feEF,， a 是 数 
如 果 对 任何 了 ,9EF 和 任何 数 as， 按 这 样 定义 的 了 Fy 和 af 仍 态 于 
， 那 来 耻 按 上 述 加 潜 和 和 数 沫 运算 成 为 线性 空间 ， 此 后 医 处 田 作 
说 明 , 对 消 数 空间 总 基 采 取 上 述 的 加 法 和 和 数 乘 运算 , 
例 3 空间 ?7(p 守 0) 


设 za …) 是 实 ( 或 揽 ) 数 列 如 果 台 1&1?<co， 刚 蒜 
+=1 


数列 (&1，ss,…) 是 卫 议 收 伍 数列， 次 收 谨 数列 爹 体 记 为 1?， 对 
ti? 中 任何 两 个 元 素 f==(61, 5 …),# 二 (加, 四, …) 和 任何 实数 (或 
复数 )a, 定义 

T+ #o (Ei, G2 no, Es #3, ***) 

or ={af, ade, En "*') 
下 面 证 明 这 样 定义 的 zx--y 和 az 仍 属于 4?, 事实 上 , 因 
eA (9:1)? (2maxC [8;|, Fn!))? 

=2"(maxt|é,|, | 有 | ?2 16:)? + | 9:|?), 

斯 以 


>) ;十 1 PS22( 信 1 | |? 十 之) [9 | 5700, 
F=1 i=l i 


即 *+3Ei"， 容易 证 明 axE2?， 所 以 (p>0) 按 上 述 加 革 与 数 莱 
运算 成 为 线性 空间 . 
一 般 , 如 景 态 是 由 某 些 实数 列 ( 或 复数 到 ) 所 组 成 的 集合 , 对 任 
何 = (8 Ea Ea ot), = (C91 ga， #3, ED, [以 及 任何 数 ag, 定义 
Ey (Et Ea na, at a, ** )s 
AT = Cas, és GEg 11), 
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著 十 妨 qz 仍 属于 8, 则 他 按 上 述 加 法 及 数 乘 运算 成 为 线性 空间 ， 
车 不 另 作 说 明 , 在 数列 空间 中 , 我 们 总 采用 土 面 定 义 的 加 靶 和 数 乘 
运算 

设 有 是 线性 空间 ,了 是 他 的 非 空 子 集 ， 如 果 对 任何 x, gSY,， 及 
任何 数 a, 都 有 2 十 yEY 及 axE7， 那 末了 按 卫 中 加 法 及 数 乘 运算 
也 成 为 线性 空间 ， 称 为 的 于 空间 ， 蔗 和 0) 基 下 的 两 个 于 空间 

设 ,ta Ya ,x 是 线性 空间 丈 让 的 向 二; 1 Wa -an 是 人 个 数 
《车 下 为 实 线 性 空间 , 则 i, i 一 1,2.…, m 为 实数 ， 若 下 为 复线 性 空 
间 , 则 为 复数 , 以 下 类 同 , 不 另 作 说 明 )， 称 Quzi 十 … 寺 arn 为 向 量 
2 way gm 的 一 个 线性 组 合 ， 设 入 为 了 的 一 个 韭 空子 集 , 型 中 任 
意 有 限 个 向 量 线性 组 合金 体 记 为 span34, 称 为 由 开张 成 的 线性 包 ， 
容易 证 明 span 型 是 芋 的 线性 子 空间 ， 并 且 是 下 中 包含 于 的 最 小 
线性 子 空间 ， 却 若 玉 是 节 中 包含 并 的 线性 子 空间 , 那么 必 有 下 二 
Spandz. 

定义 2 设 z zs …yan 是 线性 空间 闷 中 的 向 量 ， 如 果 存 在 mn 
个 不 全 为 零 的 数 iy Ky ns 

| C1) 

则 称 xs, x2,…, zs 线性 相关 , 否则 称 为 线性 无 关 ， 


不 玲 看 出 m，tw,… mn 线性 无 关 充 要 条 件 为 车 Var 一 0, 必 
有 wow 一 吧 汪 … 一 必 一 0 

定义 3 设 术 是 线性 空间 亡 的 一 个 子 集 ， 如 果 六 中 任意 有 限 
个 向 量 部 线性 无 关 ， 则 称 有 是 中 线性 无 关子 集 ， 设 下 入 为 
中 两 个 子 集 , 若 于 中 任何 向 量 与 中 任何 向 量 都 线性 无 关 , 则 称 站 
入 线性 无 关 ， 

线性 无 关 与 线性 相关 与 所 到 数 域 有 关 ， 在 实数 域 上 线性 无 关 
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的 向 量 组 在 复数 域 中 可 能 线性 相关 . 
定义 4 设 X 是 线性 空间 , 好 是 各 中 线性 无 关子 集 , 如 果 span 
好 一， 则 称 弄 的 基数 为 工 的 维 数 ， 记 为 dim 竺 ， 开 称 为 了 的 一 组 


基 。 如 果 开 的 基数 为 有 限 勤 , 则 称 耻 是 有 限 维 线性 空间 , 否则 称 了 
是 无 限 维 线性 空间 ， 如 果 碟 只 含 堆 元 素 , 称 卫 为 零 维 线性 空间 ， 
在 线性 代数 中 已 经 证 明 ， 任 何 有 限 维 空间 的 维 数 不 随 此 的 不 
同 而 改变 . 
欧 氏 空间 有 是 一 二 维 线性 空间 , 向 量 组 
el = (1,0,0...,0), 
es = (0, 1,0...,0), 


en CO,O,0.., OD), 

构成 及" 的 一 组 基 , 称 它 为 R* 的 标准 基 . 
CLa, 妇 是 无 限 维 线性 空间 ,事实 上 ， 如 果 C[a. 的 的 所 有 元 束 
者 能 表示 为 和 个 元 素 广 ， 疡 , … fs。。 的 线性 组 台 , 那么 1，#， 志 ， 
…, 5， 都 昼 十 Cla,5]， 这 no 1 1 个 元 素 都 能 用 下) 了 … fn, 表示 
出 来 , 即 它们 是 线性 相关 前 ， 热 而 , 众所周知 ,1 tt …, im, 对 任 
何 关 都 是 线性 计 半 的 .因此 ，Cre, 65] 只 能 是 无 限 维 的 线性 空间 . 


$ 8， 线 性 同和 范 空间 和 巴 拿 赫 空 间 

在 泛 函 分 折 中 ， 特 别 重要 和 有 用 的 一 关 度 量 空间 是 线性 赋 范 
空间 ， 在 线 件 赋 范 空间 中 的 元 来 可 以 相 加 或 者 数 生 ， 元 素 之 间 不 
仅 有 距离 , 而 且 答 个 元 素 存 类 似 干 普通 向 晤 长 度 的 友和 做 范 数 的 量 . 

定义 1 设 X 是 实 (或 复 ) 的 线性 空间 , 如 果 对 每 个 和 车 xEX， 
有 一 个 确定 的 实数 , 记 为 | 与 之 对 应 , 并且 满足 : 

1 jzj 0, 及 1z1= 0 等 价 下 z=0 

2” iuz|= la,jzj 共 中 必 为 任意 实 ( 复 ) 数 ， 
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3° [zi gitarl tfy) x, vyEN 
则 称 1zj| 为 向 量 = 的 范 数 , 称 按 范 数 1z1 成 为 线性 赋 范 空间 . 

设 ixn}5., 是 了 中 点 列 , 如 果 存 在 xzE 玉 ,使 It 一 21->0Cn>00) 
= 六 ， | 

如 果 令 

acr, 四 一 人 一 外 | (Cr, yeE RY 

容易 验证 ZC(z, 拉 是 XX 上 的 距离 , 旦 zs 依 范 数 收敛 于 工 等 价 于 
(70)? .1 接 距 离 lz， 纺 收 仇 于 x。 称 dltz、 轨 为 由 范 数 xj 导 出 的 
距离 ， 所 以 线 竹 赋 范 空间 实际 上 是 一 种 特殊 的 庶 量 空间 如果 
dz 四 是 由 [x1 导 出 的 滤 离 , 那 末 这 种 距离 和 线性 运算 之 间 有 基 种 
关系 , 即 对 任 重 数 «和 向 量 x,#E XX, 有 

Ca) Q(X—¥ 0): :EC8 多) 01) 

Ch) Rar, 0) = [oldtx, 0)., 
成 之 ， 如 果 邓 是 线性 空间 ，# 是 六 上 的 距离 ， 并 且 满 足 条 件 (4) 和 
(5), 那 末 一 定 可 以 在 荆 上 定义 范 数 1|z|， 使 & 是 由 1z|i 所 导出 的 距 
记 , 事实 上 , 令 |z1: ZCz,0), 由 条 件 (a), (8), 不 难 证 明 这 样 定义 的 
Hzh 是 范 数 ,有 ZCz 六 一 上 x…9[， 条 件 (a)，(5) 反 映 了 空间 的 度量 
丫 构 和 线 人 狂 结 构 之 间 具 有 某 种 小 调 性 . 

我 们 可 以 还 明 |z1 是 > 的 连续 靖 数 , 事实 上 , 对 于 任何 2, YE 了 XY， 
由 范 数 条 件 2* 和 3", 不 难 证 明成 立 不 等 式 

Tigh hr ly—sl, (2) 

所 以 当 |z 一 “| 一 0 时 ,jz 一 1 

完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 Banach( 巴 合 赫 ) 空 间 ， 下 面 举 一 
些 今后 常用 的 线性 轩 范 空间 的 例子 . 

例 I 欧 氏 空间 R", 对 每 个 *= (61 €2,…， En)ER", 定义 

lzsl=~vIE En (3) 


+* 196m 


如 果 令 dz, 四 =]z 一 Vy 一 vi 一 01 十 … 十 [一 | 
RR" 中 欧 风 里 得 距离 ， 且 请 
足 { 了 中 条 件 ( 四 及 (区 ,由 此 可 知 1z| 是 BR* 中 范 数 ， 叉 因 中 "完备 ， 
故 忌 按 (3) 中 范 数 成 Banach 空间 。 
例 2 空间 ClLo, 2 对 每 个 zxEC[a, Bl, 定 光 
[zl =max {x(t)1. C4) 


容易 证 明 Cre, 5] 按 (4) 中 范 数 成 为 Banach 空间 ， 
例 3 空间 天 ,对 每 个 xz 一 (各 …)E1", 定义 
lzl=suplél, (5) 
不 难 验证 1* 按 (5) 中 范 数 成 为 Banach 空间 . 
下 面 介绍 两 个 重要 的 Banach 空间 . 
例 4 空间 [a, 5 
设 拓 1) 是 [a;5] 上 实 信 可 测 鬼 数 , p>0, 如 果 |f(z)17 是 fa, 菇 
上 Lebesgue 订 积 国 数 ， 则 称 f(t) 是 [a, 5] 上方 可 积 孙 数 ，[a， 
区 上 卫衣 可 种 函数 全 体 记 为 到 [ae 的 。 当 p=1 时 , Ea, 的 即 为 
Fe, 站 上 Lebesgue 可 积 印 数 全 体 ， 在 空间 5:[a, 引 中 , 我 们 把 两 个 
a.e, 相等 的 函数 视 为 L?[a, 5] 中 同一 个 元 素 而 不 如 以 区 别 . 设 下 
gsELr[a, 65], 因为 
(fC gtomaxt lf Ot) |, I9Ct)1))? 
<27(| HE + | gE)"). 
所 以 , [fCf)- g(5)1? 是 [a, 打上 Lebesgue 可 积 赣 数 , 即 f+gEL? 
[a, 5], .至 于 LsLa, 5] 关 于 数 生 运算 封闭 是 显 见 的 ， 十 是 L?[a, 5] 
按 函 数 通 常 的 加 法 及 数 乘 运算 成 为 线性 空间 , 对 每 个 fELr[a, 8]， 
定义 
5 1 
f= HO)? at)?. C6) 


我 们 要 证 明 当 8 宇 1 时, L?[o, 引 按 他 本 成 为 Banach 空间 ”为 此 ， 
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首先 证 明 几 个 重要 的 不 等 式 , 
引 理 1 《Hilder 不 等 式 ), 设 p> 二 十条 =1， feLr[a, 
9EZ[a,5]， 那 末 /(1)9(t) 在 [9,5] 上 Lebesgue 可 积 , 并 且 成 立 
jf Ra fll (7) 


证 明 首先 证 明 当 7>1, 二 + 万 =1 对 ， 对 任何 正 数 4 及 忆 


有 : 
-上 过. (C8) 
事实 上 上 ， 作 辅助 函数 p( 提 =4 etc co)，0<a<1， 则 


Ppt = Ae 一 下 ， 所 以 在 (0， 1) 上 , pt)>0, 在 {1， 十 oo) 上 Pp 
(14)<0, 因而 g(1) 是 函数 (1) 在 (0, 二 ce) 上 的 量 大 值 , 即 


PEPI=1—a, (0, 十 oo) 
由 此 可 得 
ie<cai + (1— 0). iE(0 +00) 
令 $= 各; 代入 上 面 不 驳 式 , 那 末 
< (la), 
两 边 乘 B, 得 到 


<oAt(1 -0)B, 


1 i 
令 = 也 ' 则 1 一 4 一 部 ， 于 是 上 式 成 为 


3. Bi 如 
人 .B'S+: 

如 果 1fh 一 0( 或 lghs=0)， 则 了 :0ca.e.)( 或 g(1)=0(a. 
6.)), 这 时 ,不 等 碟 (7) 自 然 成 立 , 上 所 以 不 仿 设 | 由 :>0, fg1s>0, 作 
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消 数 
pt A p(t)= 19c0D| 


Tit lgls 
二 gC)|5,B=[#8(2915, 代 和 人 不等式 (8), 得 到 
lp Op: < 二 二 0 (9) 


由 (9) 闻 即 可 知 git 在 [4,5] 上 Lebesgue 可 积 ， 由 此 可 知 
ftyg(E) 也 Lebesgue 可 积 , 对 (9) 的 两 边 积分 , 得 到 


{ipo TEA 二 ID 下 
因此 
| fa lal. 


证 毕 ， 
引 [ 理 2 (Minkowski 不 移 式 ) 设 ?之 1, f，9EL?La, 们 ， 那 未 
二 9EEeEo 的 ,并 且 成 立 不 等 式 
Hf + ol lis + gls. (10) 
证 明 , 当 了 一 1 时 , 因 |f(t) -Fg( 引 | 夺 12D1 十 194#)|, 由 积分 
性 质 可 知 不 等 式 (10) 自 然 成 立 . 如 杂 7>1, 因为 f+geLr[ia, Bl]， 
所 以 


[GED)19(CTETEe 8], 
由 HBlder 不 等 式 , 有 
frr re ash | HO re La) 
类 似 对 9 也 有 
Fis re las 
因而 


i 


(t+ gE at) 
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[ro a= HO Fo OA) 9 et 
< HAO Lo a tT 9 9 ta 
< ol) CF CD gr a). (11) 

车 | CD+g(2D17a4 一 0， 则 好 +91, 一 0，(10) 式 显然 成 立 ， 者 

六 G9+9C891r4t#0, 则 在 (1D 式 两边 除 

(1G 4+gCt)1rar 户 ， 得 到 
(fro) He Lgl. 

由 方 十 条 一， 得 到 


Hrs=C] HOD +t ga hhst gl 

证 毕 
定理 1 当 7 之 1 时 , 5?[q, 要 按 (6) 中 范 数 1f| 成 为 线性 赋 范 
空间 ， 

证 明 If]。 满足 范 数 条 件 1" 及 3" 是 显然 的 ， 又 由 Minko- 
wski 不 等 式 , 当 ?> 工时 , 对 任何 访 9EEx[e 下 有 上 f 十 由 :< 时 1 十 
[gl 所 以 L?[e, 拉 按 jj 成 线性 赋 范 空间 , 证 毕 ， 

定理 2 了 [La, 5 关切 是 Banach 空间 . 

证 明 ” 设 人 3)%-, 是 Zr[o， 切 中 柯 西点 列 。 由 柯 西点 列 的 定 
义 ,存在 自然 数 ma, 使 当 mw 之 ms 时 , 成 立 


1 
ffm [i 帮 一 1, 2， 


取 LP 且 使 LT < 则 
» 200 = 


| 1 
[fi futr a 下: Be 
因此 
= oo 1 
>) 本 所 : 之 ,条 所 oo， 《I2) 
=1 


让 二 1 
但 是 因为 常数 1ELfa, 的 ,由 H6lder 不 等 式 , 成 立 
| {fo CH) fa tN at ~ fs (bn 
所 以 级 数 
三 全 CD 一 PC 013) 


收 化 ,由 级 数 形 式 的 Levi 定理 , 级 数 11f,, (1) 一.(t)| 在 
Ca, 站 上 儿 平 处 处 收 雹 ， 因此, 函数 询 
Fat OE FF 0) Ft)) 
f=1 


在 [La, 85] 上 儿 平 处 处 收敛 于 一 可 测 函 数 f(t). 下 面 证 明 DE 
严 [o 妈 . 因 为 {f# 是 上 ?La, 如 中 柯 西 点 烈 ; 对 于 芷 何 正 数 e>> 小 
存在 入 ,使 当 #, mw 关 玉 时 ,上 一 fmls<e, 到 足够 大 的 如 ,使 mW 
于 是 当 宕 剖 , R 关 NW 了 时, 就 有 


[ff = fa? 7. 
又 因 当 >co 时 函数 到 1 人 (5 一 C512->1 了 (2 一 1(t)|? a.e.， 
由 Fatou 定理 得 到 [ft29) 一 了 (0)|? 是 Lebesgue 可 积 闭 数 ， 并 
且 有 
fpf tat sm lf Df ?ater, 


这 说 明 六 5 一 JA(2DEL?[a, 6], 且 当 宕 NN 了 内 
=。 201 。 


Ifa— fe. (14) 
又 因 了 EL?[a. 的 ,而 了 = [一 不 六, 由 于 天 [ae, 到 是 线性 空间 ， 
所 以 EL?[Dow 的 ,用 (13), ff， 这 就 证 明了 上 ?La,5j 是 Banach 
空间 , 证 毕 . 

对 CLe, 旭 中 每 个 函数 玉 门 , 定义 


| (fr a)?, (pl) 


那 末 CFe, i 按 上 fis 成 为 LrLa, 到 的 线性 赋 范 子 空间 ， 娄 似 于 84， 
例 5 的 证 明 , 可 以 证 明 CCa, 0 控 范 数 半生 不 完备 ， 阳 芭 可 以 证 明 
它 的 完备 化 空间 是 L?[a,58]， 从 这 个 观点 看 , Lebesgue 可 积 函 数 
类 只 不 过 是 歼 党 可 积 函 数 类 的 完备 化 拓 广 ， 

例 5 空间 于 

和 工 ?[a, 空间 一 样 ， 在 ?空间 中 也 有 类 似 的 Halder 不 等 
式 和 Minkowski 不 等 式 ， 


《Halder 不 等 式 ),， 卫生 由 | (S118? 了 (11n1) 7 


i=] i=l i™] 
其 中 p>1, 注 十 计 =1 (生生 全 EEC qe qe ) El 


CMinkowski 不 等 式 ) x+y 有 ,所 |zl; 十 上 yy; 其 中 2 站 z= . 


(€1, Sa 0), FCN fa ) ER?, lz1s=(57181*) 3», EP 


" 1 
(之 ， 191737。， 由 此 可 知 1 按 范 数 1zls 成 线性 典范 空间 ,并且 不 


难 证 明 局 完备 , 这 些 留 给 读者 自己 证 明 . 
最 后 , 让 我 们 考察 有 限 维 线性 赋 范 空间 的 性 质 、 
定理 3 设立 是 * 维 线性 赋 范 空间 ，{el，ez;…, 2 小 是 芯 的 一 
组 苦 , 则 存在 常 状 几 入 ', 使得 对 一 切 
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二 See 
成 立 
Pas 


下 一 上 


证 对 任意 xs 如 ,有 
lz = Dael <Dlelia 
< loli lal 
m= (Siler 则 有 [zls<m(151 沁 
任 取 1 merer, 由 上 述 不 等 式 知 
lel- < mn [6 ml 


这 诺 明 , 范 数 | 如 是 欧 氏 空间 R" 上 的 连续 熙 数 , 记 
flé, £2, ns En) 一 hzl. 
当 4 二 (52 世人 位 于 RR" 的 单位 球面 SS 上 , 即 


18: ?二 1 时， | Déres != lzf0. 
k=l krl 
实际 上 ,车 | >éies1=0, 必用 Se2 =0， 因 2 1661?=1, 二， 
上 一 1 下 -1 k=1 


52， "4 个 全 为 0, 再 由 tien} 是 线性 无 闫 的 ， 获 得 承 稍 ， 这 就 是 说 
flé,, Sa, 一 在 如 上 处 处 不 为 0, 国人 是 RE* 中 有 界 闭 集 ， 
1 在 号 上 取得 看 零 的 最 小 值 只， 人 0， 于 是 , 对 任 意 的 zE 蕊 ， 


作 zz 一 (Si)- 直 ， 则 zcS， 央 而 
R=1 


章 了 从 了 


PM [ol<m ls 


令 玉 = 过 .型 ' 一 一 r-， 即 可 得 结论 , 证 毕 . 


nt 
推 沦 1 设 在 有 限 维 线 性 空间 上 定义 了 两 个 范 数 〗zl 和 和 jz， 
那 末 必 存 在 常数 六 和 有 YH' ,使 得 


Mlzl<ial Sa lz] 
证 我 们 记 ]z 和 一 (1151*):， 其 中 4 二 S18,e4 由 定理 可 
El k=i 


知 存在 正 数 天 和 上 ,上 和 六 有 
型 | 全 | trl Tel, 


也 jz 有 sz 之 疡 jz 让， 
将 两 式 综合 起 来 令 用 一 子 。 一 入， 即 得 结论 ， 证 毕 . 


定 必 2 设 书 是 线性 空间 , zj 和 1zi 是 召 上 两 个 范 数 ， 如 果 
存在 下 数 ci 和 cs, 使 得 对 一 切 fz, 成立 


odes zl, < ti, 


则 称 范 数 1z1: 和 lzl;: 是 等 从 的 ， 

对 于 两 个 等 价 前 范 数 |zx?), jx， Tz, 一 x1 一 0 和 Tx,--xls—0 
是 一 弦 的 , 因此 , 我 们 称 (CE, 1z1,) 和 (CR, 上 zs) 这 两 个 赋 范 空间 是 扼 
痢 同 构 的 ， 

推论 2 任何 有 限 维 赋 范 空间 都 和 铝 氏 空间 拓扑 司 构 ， 相 同 
维 数 的 有 限 维 焉 范 空间 惩 此 拓扑 同 构 . 

证 任何 维 数 为 的 有 限 维 赋 叱 空 闸 与 "拓扑 同 构 , 所 以 一 
定 是 完备 的 ， 因 而 是 办 的 。( 见 34 定理 D)。 
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第 六 童 “ 习 


1， 设 (于 ,四 为 一 度 曼 堂 间 , 令 
Bixo, E) {7 aE NR, da, Toy ee}, 
Sx, 2) —Ar [rER, d(x, ra) Ee}, 
问 Bizo, 8) 的 闭 包 是 天 等 于 8(x08)? 
3， 设 Ce, 8 是 区 加 La, #8] 上 无 限 深 可 祯 函数 的 金 体 , 定 立 


一 [Ft 9g "(ty) | 
dh, 9) 三 二 da, 1 [Fo 


证 明 C [9 的 接站 9) 戌 译 量 空间 . 
3. 设 吾 总 庶 量 空间 革 中 闲 集 ,证 员 必 有 一 - 列 开 集 OO 04,… 包 骆 


B， 市 瑟 . 


i 
bse] 


4 设 E(w 胃 为 空间 且 上 的 好 离 , 证 明 


(的 
ar A 他 
也 是 革 上 的 距离 . 


53， 证 天 题 2 中 点 列 {f,)%-, 按 距离 收 介 于 JEC”~-a， 站 的 完 要 条 和 件 为 六 
的 香 阶 导数 在 [a,8]. 上 均匀 层 争 于 下 的 各 阶 导 数 . 
6。 设 BCTe, ,证 明 论 最 空间 CCLa, 引 中 的 集 
{| 当 #EB 时 ，f 了 (1) 一 0} 
为 [a,5] 中 的 卫 集 , 面 集 
= 全 | 当 1B 时 , |f() | (a 只 
为 开 集 的 充 要 条 什 是 :; 五 为 押 全. 
7、 设 吾 及 下 是 度量 罕 间 中 泉 个 集 , 和 如果 4(E, 了 >0, 证照 必 有 不 相交 开 
集 忆 及 中 分 别 包 贫 盏 及 卫 ， 
8。 投 Bia, 四 表示 [6,81 上 实 有 界 扼 数 全 佐 ，。 对 BTLa, 如 中 桥 人 杂交 素 了 了， 
9g€BLo,5., 规定 距离 为 
df nD = soplf ei) gt) | 
证 明 BLa,51 不 是 可 分 空间 . 
9. 度 于 是 可 分 耻 离 空间 , 夫 为 下 鸭 一 个 于 大 逆 , 即 实 是 一 让 开 集 ， 合 得 
对 紧 个 xt 匡 , 有 字 中 开 代 如 ,使 xt0, 证 明 必 可 从 实 中 选 出 可 列 个 集 组 成 到 的 
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一 个 名 盖 , 
10， 设 瑟 为 皮 离 空间 , 4 为 并 中 子 集 , 令 放下 一 inta(s, 用 ， zf 时 ， 证 绢 


子 fo 是 三 上 这 续 国 数 ， 

]1， 设 站 为 距离 宅 间 , 所， 到 为 尽忠 不 相交 的 闭 集 ， 证 明 存 在 开 集 忆 ， 
8,, 使 得 站 = 多， 上 省 

12， 设 蕴 , 卫 名 ,为 三 个 度量 空间 ,了 是 五 天 了 中 的 连续 映照 , 9 是 了 到 所 
中 的 连续 瞎 照 , 证 崩 香 合 里 照 C9) {7) 一 9(jf (2)) 是 革 到 名 中 的 连续 映照 . 

13， 返 卫 是 庶 县 空间 ,了 是 症 上 的 实 函 数 ， 让 明了 总 连续 有 晃 照 的 充 变 条 
件 是 对 每 个 实数 0, 和 集合 

{zt | TE (XC) 入 OO} 和 集 台 {txE 和) 守 CY 

都 是 闭 集 , 

14， 证 明 柯 西点 列 是 有 界 点 浏 ， 
35。 证 明寺 1 中 空间 38,B(4), 现 (于 ) 以 及 高 散 空 间 都 是 完 省 的 座 量 空间 

16， 证 明 1” 与 C10, 本 的- -个 子 空间 等 距 哇 构 . 

17， 设 了 是 %* 维 欧 儿 里 得 空间 RB" 中 有 界 闹 集 ，4 是 殖 到 自身 中 的 想 
照 , 着 且 适 含 下 别 条 件 : 对 尾 休 ,gEF, 有 

QE A x, Fs 

证 明 映 照 44 让 下 中 存在 唯一 的 不 动 点 . 

18， 设 五 为 完备 度量 空间 ,4 是 王 到 天 由 巾 照 , 记 


dtAnz, daz 
Ce 


i 


车 他 ,44<<oo, 则 映照 4 有 了 叭 一 不 动 点 。 


n=1 
19. 设 4 为 从 完备 度 昌 空间 民 到 到 中 此 照 ， 昔 在 开 球 Bt 仆人 帮 六 中 
内 适 会 
tAr, Ar) War, rT }, Pel, 
驻 4 在 闭 球 3(zo 但 一 人 itr, cos 外 上 上 连续 ,并且 
Ro, 人 ra 有 ft1 一 的 7 
证 前 4 在 号 tym 了 中 有 内 一 的 不 动 点 ， 


Li 
| 20, 设 jE, =-1, 2, ee 对 汰 一 组 实数 ， 适合 条 件 > {ais— 6 te 
让 了 二 


二 和 电 


1 其 中 5 当 了 一 站 时 为 1, 否则 为 0 证 明和 代数 方程 组 
咎 11 季 1 十 和 在 ta 交 s 十 十 三 [az 冤 一 如， 
Gor Tot "+ Gantn 一 六 > 
A 
对 任何 一 组 国定 的 bi, 由 2， 1 bs 上 必 有 队 一 的 解 Ty Tor "y Tae 
21。 充 了 (E020,1], 求 出 方程 
s(t) = fy 十 和 | sads (séL0, 11) 

22。 流 Va 有 捉 表 示 [a, 四. 上, 右 连 续 的 有 界 变 闫 函数 爹 体 , 其 线性 运算 为 
通常 函数 空间 中 的 运算 ,在 V[e, 好 中 定义 范 数 jjz[= 1z(o 1+Y (z)， 证 明 
VCa,5] 是 Banach 举 癌 . 

23。 设 五 式 ,,"… 是 一 加 Banach 空间 ， 


r= {1 ta, En) 


是 一 列 元 素 . 其 中 #6 下 .一 1, 2,…, 并 且 祖 zol? 之 co， 这 种 元 素 列 的 多 


元 二 1 


体 记 成 亚 , 类 似 通 常数 列 的 加 法 和 数 莱 , 在 节 中 引入 线性 运算 。 车 今 


ta = (ey) 


及 三 1 
征明 当 7 之 1 时, 三 是 Banach 之 间 . 
24。 设 及 是 弘 性 贼 范 空 间 , 下 兴 至 为 两 个 备 的 亡 卡 尔 药 积 空 辣 , 对 每 个 
{Tf 拉 是 XX 区 , 定 艾 . 
上 tz, 及 外 一 上 十 下， 
风 吕 当 亚 族 为 线性 典范 室 间 ， 证 明 立 X 互 到 互 的 映照 : (x 加 -rz 十 # 是 连续 
哆 照 . 
25， 设 4 是 实 ( 复 ) 数 后 ,下 为 线性 赋 范 空间 ,对 每 个 (&, 们 Ed4X 瑟 ， 定 文 
la, sl=~ Tal?+)al. 
则 Ca, 台 二 azx 为 AX 到 荆 中 的 连续 映 巾 ， 
26， 设 如 为 一 切 收 笋 数列 所 组 成 的 帘 同 , 其 中 的 线性 运算 与 通常 序列 空 
阿 相同 。 在 所 中 令 jz =supjzij，z 一 {zajeC， 证 明 C 是 可 分 的 Banach 空 
局 
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第 七 章 ”线性 有 界 算 子 和 线性 连续 泛 表 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 研究 从 线性 赋 范 空间 到 另 一 个 线性 赋 
范 空间 了 中 的 映照, 亦 称 算 子 ， 如 果 了 是 数 域 , 则 称 这 种 算 子 为 泛 


现 ， 算 子 和 泛 函 我 们 并 不 陌生 .例如 微分 算 子 D 一 和 就 是 从 连续 


可 给 国 数 空间 Cifa, 6 到 C[a, 5]. 上 的 算 子 ， 而 弥 曼 积分 | (2)dt 
就 是 连续 函数 空间 CLa，5] 上 的 泛 函 ， 如 果 说 函数 是 数 和 数 之 间 
的 对 应 ， 那 末 算 于 可 说 是 函数 和 陋 数 之 间 的 对 应 ， 不 过 这 是 更 商 
一 盘 的 对 应 而 已 ， 我 们 这 里 主要 讨论 线性 算 子 和 线性 证 靖 ， 关 于 
非 线 性 算 子 和 非 线性 泛 函 的 问题 已 超出 本 书 的 范围 了 ， 在 这 一 - 章 
中 ， 我 们 只 讨论 线性 算 子 和 线性 证 函 的 一 些 基 本 性 质 ， 更 进一步 
的 一 些 结 果 放 到 第 九 章 中 讨论 . 


§ 1]， 线 性 有 有 界 算 子 和 线性 连续 泛 函 


IT， 线性 算 子 和 线性 泛 函 的 定义 
定义 于 设 了 和 了 是 两 个 同 为 实 (或 复 ) 的 线性 空间 , 纪 是 和 的 
线性 子 空间 ,了 为 作 到 了 中 的 映照 ， 如 果 对 任何 z，#E 纪 , 及 数 % 
成 立 
于 《下 过 一 人 下 十 -于 各 {1) 
Tr) =aT, {2} 
则 称 荆 为 名 到 了 中 的 线性 算 子 ， 其 中 纺 称 为 了 的 定义 域 ， 记 为 
名 (T), 72 称 为 了 的 值 域 , 记 为 死 (T), 当 了 取信 于 实 (或 复 ) 数 域 
-= 208* 


时 ,就 称 了 为 卖 (或 复 ) 线 性 泛 本 

如 果 严 为 线 任 算 子 ， 在 (2) 中 取 “一 0， 立 即 可 得 T0=0， 即 
02 其 中 (了) 表示 算 子 了 的 零 空间 

HT) = {x Tx=0, KEDLT)Y, 
下 面 举 一 些 线性 算 子 和 线性 泛 车 的 例子 
例 1 设 丸 是 线性 空间 ,a 是 一 给 定 的 数 , 对 任何 ?ES 下 , 令 
下 出 一 名 4 
显然 卫 基 互 到 互 中 的 线性 算 子 , 称 为 相似 算 子 , 特别 当 = 工时 , 称 
为 恒 等 算 子 , 记 为 [或 1 当 &=0 时 , 称 为 零 算 于 , 记 为 0， 
例 2 设 名 20, 为 [0; 1] 区 间 上 多 项 式 全 和 体 , 对 每 个 zxE 歼 [0， 
11, 完 义 
Tz(t)= 2(t). 


由 求 导 运算 的 线性 性 质 , 立即 可 知 了 是 多 [0, 1 到 多 [0, 1] 中 的 线 
性 算 子 , 称 为 微分 算 子 ， 如 果 任 取 HuE[0, 1]， 对 任何 zxE22[0, 1 
定 闵 
fz)=z (to), 
则 了 是 芒 [0, 1 上 线性 泛 图， 
例 3 对 每 个 zEC[a, Dj, 定 这 
T(t)= [sar,. 


由 积分 的 线性 性 质 ， 可 知人 是 CTa, 所 到 Cra， 的 中 的 线性 算 子 。 
车 令 
由 
f(s)=| s(n, 
则 了 是 Cr[a: 5] 上 线性 花 函 . 
- 例 4 对 任何 xECLa,8], 令 
T(t)=: rt), 
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易 知 人 是 线性 算 子 ， 称 为 乘法 算 子 ， 它 在 物理 及 算 子 谱 论 中 是 非 
常 有 用 的 一 种 算 子 . 
例 5 设 RR" 是 n 维 线性 空间 在 R" 中 取 一 组 基 {et, …, en}， 


则 对 任何 zER"z 可 以 唯一 地 表示 成 z= 之 :ev， 对 每 一 个 mx 
证 阵 (t), 作 吾 * 到 fr 中 管子 人 如下: 当 z 一 > ev 时 , 令 
¥=T% = Sen 
pu=] 


其 中 加 = 之 ,8 一 1 22. 亚 然 这 样 定义 的 了 是 线性 算 子 ， 
v=1 


这 个 算 子 在 线性 代数 中 称 为 线性 变换 . 算 子 卫 吕 然 由 方 阵 (to) 叭 
一 确定 , 有 时 就 记 为 了 = (ty,), 
反 过 来 , 设 了 是 BR?* 到 B* 中 的 线性 算 子 , 令 
Te,= tet tae te ryens 一 了 人 ,PR 


则 当 z= 六 VE,e, 陡 ， 直 人 TT 的 线性 可 得 Tx 一 祖 )ynes， 这 里 所 = 
r=l 一】 
了 Eee 了 下 是 对 应 于 方 阵 (大 的 算 了 予 ， 


由 紫 可 知 , 在 有 限 维 空间 上 , 妆 基 选 定 以 后 ， 线 性 算 子 与 卸 阵 
是 相对 应 的 ， 


设 (0 cs am 是 一 组 数 , 当 2= 15,e, 也 , 定 归 
v=] 
f(x7)= Da,é,. 
易 知 f 为 R* 上 线性 泛 销 ， 肥 之， 如 果 了 是 R*" 上 线性 证 国 , 记 
=f{(e,),»= 1, 2， 2 出 当 出 二 Di,e, 时 ， 由 I 的 线性 ， 
v=1 


" 2210" 


fr) 一生 5Fe)= 了 5 


由 此 可 郊区 维 线性 空间 上 线性 斌 函 与 数组 (ao …, as) 相对 应 . 

II， 线 性 有 界 算 子 和 线性 连续 泛 瑟 

定义 2 设 基 和 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 ,下 是 筷 的 线性 子 空间 
名 (T) 到 了 由 的 线性 算 子 , 如 果 存 在 常数 o, 使 对 所 有 zE 绍 (7 有 

Isz] sclzl， (3) 

下 到 了 中 的 线性 有 和 愉 算 子 , 简称 为 有 界 算 子 ， 对 于 不 满足 条 件 (3) 
的 算 子 ， 称 为 无 界 算 子 ， 本 书 主要 讨论 有 界 算 子 . 

线性 算 子 由 于 具有 可 加 性 ， 所 以 它 的 巡 续 性 可 用 有 界 性 来 
描述 . 

定理 1 设 人 是 线性 赋 范 空间 XX 到 线性 贬 范 空间 了 中 的 线性 
算 子 , 则 了 为 有 界 算 子 的 充 要 条 件 为 了 ?是 他 上 入 续 算 子 ， 

证 明 若 了 有 界 , 由 (3) 式 , 当 mr>z 时 , 因为 

] 了 xz 一 下 zj sex。 一 |， 

所 以 李 z 一 2zl -0 即 Px 一 Tx, 因此 了 了 过 续 . 

反之 , 若 人 也 在 关上 连续 ,但 无界 ， 这 时 在 苹 中 必 有 一 到 向 量 
Tl Fa Ta “'*y 全 1x0， 查 


ITx, =n lr ]. 


1 ， 、 
令 ,二 ze 二], 2 "yy 刚 ! EE 上 00), 所 以 ¥ 一 0， 


由 全 的 连续 性 ,得 到 了 gs 一 >20=0, 但 由 于 了 是 级 性 算 子 , 多 可 以 得 
到 对 一 切 自 然 数 成立 
AL 
这 与 Ty,。>0 子 盾 ,所 以 到 是 有 界 算 子 , 证 毕 , 
对 干线 性 记 函 , 我 们 还 有 下 面 的 定理 . 
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定理 2 设 耻 是 线性 赋 范 空间 , 了 是 世上 线性 泛 画 , 那 末 了 是 并 
上 连续 泛 范 的 充 要 条 件 为 了 的 零 空间 . 刀 ( 旋 是 天 中 的 闭 子 空间 . 
证 明 设 了 是 连续 线性 证 函 ， 当 znSg ef) 2 一 1 2 …， 并 且 
7? |, 由 了 的 连续 性 , 有 所?) 一 limf(zw) -0， 因 此 2 了 )， 
所 以 4( 了 ) 是 闭 集 . 
友之; 若 洲 ( 有 是 闭 集 , 而 f 无 界 , 则 在 区 中 存在 一 列 向 量 zw 
lz 和 0,# 二 1,2,…, 使 得 对 每 个 %, 成 六 
(f(z [2 lel, 
令 二 Xaf 上 xn], 则 上 二 1 且 | f(y》| 尘 x, 作 
aa— Yad fF) — yy 
那 未 人 zn) 二 0, 国 此 ，z.EAY (有 ,然而 由 于 


gf (gd = 1) | < 0 (n>00) 


所 以 za> 一 gf) 但 一 /了 (8))== 一 1， 即 一 fC) 
(用 ,这 与 7(j) 是 闲 集 的 条 件 矛盾 , 因此 了 是 线 性 有 界 泛 函 . 
证 毕 . 

我 们 最 感 兴趣 的 是 使 (3) 式 对 一 男 zE 儿 (7) 成 立 的 “最 小 "的 
数 6, 为 此 引入 下 面 的 基本 概念 ， 

定义 3 设 了 为 线性 空间 下 的 子 空间 纪 (7) 到 线性 赋 范 空间 
Y 中 的 线 任 算 子 , 称 

lrl=sop 全 (4) 
7 |, 

显然 巷 了 是 名 (T) 上 线性 有 异 算 子 , 则 i171 臣 一 有 限 数 , 反之， 
当 | ?<co 时 , 由 的 线性 , 则 有 

HTal ATHz), weEZT). (5) 


引 理 1 设 T 是 名 (7T) 上 线性 有 界 算 子 , 那 末 成 立 
。2Z12 。 


17|=suplTzl =supl Txl (6) 
EF 
证 明 珂 为 
T= sup HTz)/|2l= sup 1 全 1= sup 2(- 尼 
LGR(T) CBT) Ed ZE9T) 
令 y 一 到 则 ] 红 一 于 且 3 托 纺 人 ,所 了 以 
上 和 过 supi1zxz| <sup| zl 。 《7) 
EF PT ? 站 i he ， 


友之 , 车 xS 名 (TPT), 上 zx] 所 1, 则 由 (5) 
1Tz| 志 [2 丢人 |， 
所 坟 
sup I Tz] SI ZH, | 《8) 


站 a 
由 (7) 和 (8) 式 ,得 知 (6) 式 成 立 , 证 毕 . 
III. 线性 有 界 算 子 和 线性 连续 泛 函 的 例子 
例 8 人 
子 , 且 |TIL= ll, 特 歼 jzl = 1 ol = 
例 7 设 人 =CE0,1],K(t, JG 也 x £0, 种 土 的 二 元 
连续 部 数 , 对 每 个 YECf0, 1], 定义 


Tal t) =| K( 4, rT) dt, 


易 知人 了 是 C[0, 1] 到 C[0, 了 ] 中 的 线性 算 子 ， 这 个 算 子 称 为 积分 算 
对 ,其 中 画 数 K(f,r) 称 为 了 的 核 , 又 因为 

IzCDl Smax|z(t)! =lzl, 
所 以 


【zl = max | KG, Daar <max| [E(t, rT) zr dr 
9&1 «1 | .0 CE 
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1 
Max f IEtt, rlar:! rl. 
il 


因此 7 是 有 界 算 子 ,可 以 证 明 此 时 1T1 一 max 上 jG, 5) 
例 8 对 任何 feLi[e, 5], 作 
Tt)=: | ra 
则 祁 为 [a, 相 到 LI![a, 加 中 的 线性 算 子 ,又 因为 
rf = orari os) | lara 

<{ Hlar| 1d = (8-0, 
所 以 | 了 T|<<5 一 a， 另 -方面 , 对 任何 使 4+ 二 <5 的 自然 数 %， 作 
函数 


天 ， :| erat | 
广 
0, te(at | 
如 


本 十 了 二 
a=| Tato, le 


fo- 


容易 知道 此 时 1 了 ,1 一 1 而 了 
[Tf -|[ | frr)ar 


=(5 0) 一 字 ; 
所 以 上 Ti 实 sup17fs1) 5 一 a。， 从 而 ?1 =6 一 a, 

最 后 举 一 个 无 界 算 子 的 例子 . 

例 9” 考 将 例 2 中 的 微分 算 子 Tz(t) 二 全 z(t), 车 视 光 [0, 1] 
为 CL0, 1] 的 子 空间 ， 令 z(t)=t"， 出 12] =1， 但 17zal = 
a ne | 二 3 所 以 :21 之 1Tznl 二 入 即 7 是 无 界 算 子 ， 
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$2 线性 算 子 空间 和 共 轿 空间 


在 这 一 节 中 ， 我 们 讨论 线性 赋 范 空间 上 线性 有 界 算 子 全 体 和 
线性 连续 沁 芒 全 体 所 成 的 空间 . 
I， 线 性 有 界 咎 子 全 体 所 成 空间 
设 芷 和 了 是 两 个 线性 典范 空间 ， 我 们 以 更 (总 一 了 ) 表示 由 六 
到了 中 线性 有 界 算 子 全 体 ， 妆 4 和 如 属 于 短 (XX->7 了 ),& 是 所 讨论 
数 域 中 的 数 时 , 定 久 名 ( 革 二 臣 中 加 法 运算 及 数 苹 运算 如 下 ; 对 任 
何 xE, 使 
{A+ Br= .Ax-- BY, 
(oA = Ar. 
下 面 证 明 委 (XX>7 了 ) 按 上 述 线 性 运算 及 算 子 范 数 成 为 线性 赋 
范 空 间 ， 事 实 上 ， 如 果 4, BE 沈 ( 开 -> 了 )， 则 对 任何 x 和 ， 由 算 
子 加 法 定义 ， 
beat+B)al=Art+ Brl lAzl + 1Bal< lANzl + fallzl 
={|4t- 1B1>1zt. . 
由 于 4 及 8B 是 有 界 算 子 ,所 以 | 让 二 18| 过 co， 由 此 可 知 4 二 BE 哆 
《> 了 ), 并 且 成 立 不 等 式 
14+BlalA|+ Bl. ‘1) 
又 对 尾 何 数 上 显然 有 
leAl= sup (a4) = sup laAzl= 1al sup 4z 一 |<| 44l, 
由 此 得 到 g&4E 党 (一 了 )， 且 fa4l = ly Af. 最 后 141 = 0 的 充 要 
条 件 为 对 于 任何 xEX, 4z=0, 即 4=0, 因此 每 (XX 了 ) 按 上 述 加 
计 凡 数 乘 运算 和 算 子 范 数 成 为 线性 赋 范 空间 . 
定理 1 当 了 是 Banach 空间 时 ， 哆 ( 瑟 -> 了 了 ) 也 是 Banash 空 
池 ， 
证 明 设 区 gr- 为 罗 ( 五 了) 中 的 柯 西 点 列 ， 则 由 柯 疝 点 列 
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定 史 ， 对 任何 正 数 £2 =0, 存在 自 然 煞 NN， 当 3， mo 时 ， 


TT; — Tl <e， 
于 是 对 每 个 ?EX, 当 nN 时 ， 上 成立 
Iz — Taal = TT OT el zl), (2) 


所 专 当 固定 时 ,点 到 人 nr}F-1 是 了 中 的 柯 西 点 列 , 由 并 的 完备 性 ， 
存在 8EY, 使 了 xz 一 3 (n>00)， 作 正 到 了 中 算 子 了 如下， 对 每 个 
XE 弟 , 令 4 
Tr= y= limTae, 
容易 知道 了 是 芋 到 ?中 的 线性 算 他 在 (2) 中 , 令 mo, 由 范 数 连 
续 性 , 得 到 : 当 z 盖 六 时, 对 瑟 中 所 有 z 成 立 
IT7.x—Tzr|elzl, 
由 于 e 不 依赖 于 交 所 以 
和 ,一 了 | = Sap | 一 zs (3) 
即 守 一 TE 大 (一 了 ,又 因 穹 (X-> 了 是 线性 罕 馈 ,所 以 
T=T. tT TCSH(EIY), 
并 由 (3)， 知 lim17 一 了 | 二 0,， 这 就 证 明了 荡 ( 了 一 门 是 Banach 空 
河 , 证 毕 . 
设 A4E 季 (2 一 了 ), BE 第 ( 一 2), 今 
CAB)XY= A(Br), XE 
显然 48 是 线 福 算 子 ， 称 为 晴 与 4 的 乘积 ， 又 对 每 个 x*E 瑟 , 因为 
C4B)2| =1ACBe) lA RBzlstAl Bl let, 
所 以 14Bl<IlaAl Bs， 4BSB(X—>Y). 
一 般 , 设 是 线性 赋 范 空间 , 如 果 在 互 中 定义 了 两 个 向 量 的 乘 
积 , 并 且 满 足 


[zyl Isl Tyl, x, YEX, 
则 称 开 是 赋 范 代数 , 当 玉 完备 时 ， 则 称 瑟 为 Banach 代数 ， 由 定理 


1 知 喀 (了 荆 习 了 ) 当 于 完备 时 是 Banach 代数 。 
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lI， 共 辐 空 间 

定义 1 设 开 是 线性 赋 范 空间 ， 令 XX' 表示 祥 上 线性 连续 泛 函 
全 体 所 成 的 空间 , 称 为 卫 的 共 轿 空间 . 

由 于 实数 体 和 复数 体 是 完备 空间 ,所 以 由 定理 1 立即 可 得 

定理 2 任何 线性 冉 范 空间 的 共 斩 空 间 是 Banach 空间 . 

在 证 图 分 析 -- 般 理论 的 应 用 中 ， 知 道 一 些 其 体 空 间 的 共 回 空 
间 的 一 般 形式 往往 是 十 分 有 用 的 ， 下 面 作为 例子 给 出 空间 如 和 
i? 共 轿 空 间 的 一 般 形 式 . 

首先 引入 两 个 线性 赋 范 空间 间 构 的 概念 ， 

定 必 2 设 坟 和 了 是 两 个 线性 赋 范 空间 ,了 是 互 到 了 中 的 线性 
算 子 ,并 且 对 所 有 zE 太 ,有 

| 下 一 人， 


则 称 全 是 多 到 了 中 的 保 距 算 子 , 如 果 卫 又 是 上 映照 到 了 上 的 , 则 称 丰 
荐 同 构 映照 ， 此 时 称 羡 与 了 同 构 . 

显然 保 距 算 子 是 一 对 一 的 , 而 同 构 映 路 是 等 距 映 有 赂 , 由 于 同 构 
映照 保持 线性 运算 及 范 数 不 变 , 所 以 报 开 巧 和 Y 中 点 的 具体 内 容 ， 
可 以 将 下 及 了 看 成 同一 抽象 空间 而 不 加 雇 区 别 ， 在 这 个 意义 下 , 可 
雇 认 为 芋 = 了 了, 

例 1 有 的 共 箔 空间 为 天 , 即 ( 全 7 一 税 ， 

证 明 邻 es= (6 so, 63 呈 )) 二 112, 1， 其 中 面 ; 当 j= 二? 
时 等 于 1， 当 jz 时 等 于 0， 旺 然 enEE 并 且 对 每 个 2= (8&1, 名， 
<a GE 有 

2 一 1im Dé -A 


nT 


设 fEC2) , 令 f(en) 二 7x，7 二 1,2,……, 那 末 由 于 feE(0)', 因 
而 有 
。217。 


f(7)= lim 2 Ef les) 一 Dé (4) 


又 因为 hesh==1, 所 以 对 一 切 自然 数 玉 有 
[nl = lf (es)! Elfile ts 三 和 下， 
由 此 可 得 
suplns | fl, (5) 
邵 {91 7172; 7 人 1 反之 对答 个 8=( 有 ,Bs Ba) , 作 丰 
上 泛 靖 玉 7) 如 下 : 


g(t) = £8,, 党 二 (EE!, £2 Es EEL, 
显然 9 是 11 上 线性 泛 函 , 又 因 
[gr)| = DEP, | ED le, | LSAALADNI 
让 一 1 一 l El 


=—suplps I[zl, 

国 此 #5029', 并且 有 

slsuplBs| =161.. (6) 
因此 (4) 式 是 已 上 线性 连续 花园 的 一 般 形 式 ， 作 (7 独居 中 映 
照 克 如 下 : 

Tf=(f(e), fles), fles), 人 有 了 EC ， 
显 热 本 是 线性 映照 , 且 由 前 证 明知 了 是 到 上 的 。 由 (5) 式 ， 
rf =suplf(e) 1 用， 


又 由 ( 仿 式 , 对 每 个 z 一 (和 Ea ED， 有 用 z)= 之 Fer)。 
b= 


所 以 由 (6) 式 , 成 并 
IF suplfles)| = [Tf 


"218¢* | 


于 是 | 二 [Tf 即 卫 是 (20)' 到 1” 上 的 同 构 映照 ， 所 以 C0)' = 
4*, 证 毕 . 
倒 2 47(1 一 p< 过: oo) 的 共 斩 空间 为 10 其 中 广 + 辫 = 


证 明 仍 令 Bn 一 {68,1, G0 人 Gas， 人 显然 patEl?, 且 
Jesll ;= 了 易 知 对 每 个 立 一 【二 1 Ea Ea; "EL?, 成 立 


lim see 
设 fE(17), 令 f(ei) 二 1p, 那 末 由 于 于 是 线性 连续 泛 函 , 所 以 
fo)= Davm. (7) 
车 了 = 0 则 防 =0, 下 = 2 所 以 不 等 式 
(Fm) < (8) 


自然 成 立 , 车 f 关 0 则 9 不 全 为 0, 对 任何 自然 数 1 令 zs 二 (5 
E25 Eo, "9)， 其 中 


sr } 当 ER, 0 时， 
900， 当 ># 或 加 =0 了 时， 


显然 .E17 因为 (4) 二 了 16m 二 jm,1%, 曙 一 方面 又 有 
是 二 上 二 关上 
Feos<Hillel=ihi(Tee 
好 1 
= (Dn) 
=ifi( > A 


捍卫 


因为 了 不 全 为 0， 所 以 当 足够 大 时 ,( 211 ) 0, 在 上 而 不 


竺 式 两 连同 除 以 ( > Jl 了 得 到 


(pm ) “=1(w/( 祈 ry 


令 >o0, 由 1 一 方 一 言 ,我 们 得 到 


EAL ya 9) 


因此 司 : 7 T7312 反之 ,; 对 任何 b= {Pp, pp “EU 落 
— (1, 2 S38 EE?, 则 今 


9(2)= Diep. 
易 知 9 是 I+ 上 线性 泛 隐 , 并且 由 Holder 不 等 式 , 可 以 得 到 
> A )7 51g or 


=|zt ,lols, 
所 以 
Isl <al,, (10) 
类 位 于 古 , 作 (7》 到 中 的 映照 于 如 下 : 
Tf=Cf (en), fles), flea), dED, FECL?Y', 
显然 是 线性 映照 , 由 了 P 的 定义 及 前 面 证 明知 人 是 一 对 一 到 上 的 ， 
由 (9) 式 


Wh fID Dr 


大 wl 
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另 方面 ， 对 任意 的 to (6 a, Ea ELT. 成 立 
f(2) = Se, fe,), 


由 《10) 式 知 
| {fCer )} 1 .= a 
因此 ,了 是 CL?)" 到 * 上 的 同 构 上 映照 , 所 以 C4?)'= 如 ,证 毕 . 


§ 3， 广 义 函 数 大 意 


自然 科学 的 发 展 表明 , 古典 的 函数 概念 是 不 够 用 的 , 或 者 是 不 
完全 适合 的 . 于 是 ,广义 函数 论 随 之 兴起 ， 广 闷 畏 数 包 括 通常 的 图 
数 在 内 , 然而 更 广 ， 它 允许 无 限 多 次 可 导 和 自由 地 进行 极限 交 拷 ， 
这 一 节 我 们 介绍 广 允 函数 的 大 意 下 ， 

我 们 对 来 介绍 工程 技术 中 常用 的 上 乓 数 ， 设 想 在 无 限 长 细 棒 
上 有 一 质量 分 布 , 只 集中 在 一 点 =0 处 , 总 质量 为 1 个 单位 . 这 音 
思 是 说 , 有 一 假想 的 密度 函数 (2?), 当 z* 关 0 时 ,6(z) 一 0， 在 2=0 


处 , 密度 为 无 限 大 ,而 密度 函数 的 积分 为 总 质量 1: | “5(z)dz = 工 


这 种 假想 的 函数 , 已 超出 了 通常 的 函数 概念 的 框架 ， 试 想 , 一 个 仅 
在 一 点 不 为 0 的 函数 , 是 几乎 处 处 为 零 的 ， 其 积分 应 当 是 0, 怎么 
可 能 是 工 呢 ? 这 类 6(z) 在 工程 里 常常 过 到 ， 例 如 无 线 电 工程 中 考 
察 脉冲 , 在 极 短 的 一 个 时 间 内 爆发 出 一 个 单位 能 量 的 情 号 , 和 上 述 
质量 分 布 的 类 型 相似 ， 

从 6(z) 的 性 质 , 还 可 以 形式 地 认为 ,对 一 切 迷 续 函 数 p(z) 应 


有 | _s(z)w(s)dz =9(0), 这 可 由 下 式 看 出 : 
中 严 格 的 证 明 可 艰 若 有 关 考 著 , 亦 可 见 夏 道行 等 编 < 实 变 函 数 与 光 画 分 析 > {下 


册 ) 和 有 关 音 节 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1973 年 ， 
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{ee rec) a = |{ cp) e080 


<maxle(s)—p(0| | 8c) dz = maxlg(z)—p(0) |->0, 
£0。 | 
请 读者 注意 , 因为 6(z) 是 假想 函数 , | “6(z)dz 的 意义 湖 不 清楚 ， 


上 面 的 推论 只 是 形式 上 的 说 明和 假想 的 推论 ， 不 能 算 作 定义 ， 我 
们 下 面 的 任务 是 要 给 广义 函数 (包括 这 种 5(z)) 给 予 一 种 严格 的 数 
学 定义 ， 它 的 基本 思想 是 :由 | “6(z)g(z)dr=p(0)， 可 以 认为 


6(z) 是 连续 消 数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 ， 这 启发 我 们 ， 如 果 把 连 
续 重 数 空间 进一步 缩小 , 网 人 症 性 进一步 加 强 , 那么 在 这 个 空间 圭 的 
线性 连续 泛 阅 一 定 更 多 ， 我 们 不 妨 拒 它们 就 称 司 广义 函数 . 

定义 1 (基本 空间 ) 设 纪 是 一 吕 <#+ 忆 十 05. 上 无 限 次 可 微 且 
在 某 有 限 区 闻 以 外 为 的 函数 全 体 ， 按照 通常 的 加 益 和 数 乘 ， 它 
成 为 线性 空间 , 在 其 中 定义 极限 概念 如 下 : 设 enE 纪 PE 名 ,车 

(1) 存在 一 个 与 # 无关 的 公共 有 限 区 闻 [a, 51, 使 pn 在 La, 2] 
外 为 三 

(2) 在 一 ce<xz< 十 oo 上 ,对 每 一 非 负 整数 9 guoCz) 一 臻 收 
化 二 p22(7)， 
则 称 gs 在 经 中 履 敦 于 多 ， 记 为 Fo* 字 2， 纪 称 为 基本 空间 . 

宏 间 纪 的 这 种 收 训 性 不 能 容纳 在 蝶 离 空间 的 收 合 性 之 中 ， 即 
我 们 无 法 定义 一 个 距离 p, 使 Pp 等 价 于 pC, p)->0. 

定义 2 (广义 靖 数 ) 络 上 的 线性 连续 泛 图 数 了 称 为 广义 函 
数 . 记 为 (f,?), 或 (gp), 或 简 记 为 

例 1 局 部 可 积 函 数 是 广义 函数 ， 

我 们 把 在 任何 有 限 区 间 上 都 工 可 积 的 函数 称 为 局 部 可 积 卫 
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数 , 其 全 体 记 为 +. 设 F(z)EL* 则 可 用 定义 一 个 四 上 的 线性 连 
续 泛 函 了 (了 ): 对 任何 pE ,对 应 | “F(z)w(z)az， 由 于 wp(z) 在 某 


有 限 区 间 外 为 0， 敬 上述 积 分 有 意义 ， 它 显然 是 名 上 线性 连续 泛 
函 ， 我 们 还 可 以 证 明 ， L* 对 应 广义 函数 是 一 对 一 的 ， 妈 如果 
fEL*, 且 | Wiz)p(z)az=0 对 一 切 wE 人 成 立 , 则 KGD 一 ae. 


这 样 , 局 部 可 积 函 数 识 可 以 一 对 一 地 骨 人 纺 上 线性 连续 泛 表 空间 ， 
作为 它 的 一 部 分 , 即 是 广义 函数 。 
例 2 5(z) 
现在 我 们 可 以 给 本 节 开 始 时 引进 的 8(2) 一 个 严格 的 数学 定 
义 。 如 果 多 上 的 线性 连续 滋 国 由 下 式 给 定 : 对 一 切 pE 纪 ,对 应 数 
值 wp(0), 称 这 一 证 国 为 宁 换 向 话说 , 对 一 切 gE 纪 , 有 
Sp) 二 更 (0 


sx 人 6(z)g(z) 上 一 9(0) 的 严格 化 . 


8g) 为 多 上 线性 连续 江 孙 是 不 难 验证 的: 6(ap 二 By 一 (am 
AD=apO0 TF By = a609) + BECY); 妆 2* 人 9 时 , 这 意味 
着 在 任何 有 限 区 间 上 各 阶 导数 一 致 收 敏 , 当然 更 有 ge[(0) 一 p(0)， 
即 5Cpo) 一 可 (81) 

这 样 一 来 , 我 们 殉 实 得 到 了 一 个 新 的 概念 , 它 包含 通常 的 局 部 
可 积 国 元 在 内 , 又 包含 超出 通常 函数 概念 的 6(z) 在 内 ， 

最 后 , 让 我 们 介绍 广义 阔 数 的 导数 .按照 分 部 积分 法 , 对 通常 
的 一 阶 过 续 可 导 国 数 大 zh Pp 三 2, 在 [a, 的 外 为 0 由 有 : 


Gp FP) oa) | | fs) Cs) 


= 一 | fp Ca) d= (fp). 
于 是 受 此 启发 可 定义 广义 函数 也 的 导数 "为 下 述 的 广义 函数 : 
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CF", Pp)= 一 《FF, op'). 
由 于 名 是 无 限 次 可 微 的 , (F, 9') 有 意义 , 而且 Fu- 意味 着 各 阶 
导数 都 一 臻 收 钱 于 Pp 的 相应 导数 ,自然 也 有 9 -9 ， 所 以 由 (PP， 


9) 是 线性 连续 泛 函 知 (F",p) 也 是 线性 连续 泛 函 , 同样 可 定义 二 阶 
以 至 任意 阶 的 导数 ， 这 样 一 来 ， 基 本 空间 中 函数 的 优良 性 质 就 能 
够 转移 到 广义 函数 上 了 . 

例 3 设 多 Zz) 在 x<0 时 为 0， 在 + 尘 0 时 恒 为 1 这 时 bz) 
EL*, 0z) 作 为 广义 函数 有 导数 6(7), 这 是 因为 


(0°(2), 9)=—(C6(z), p=—| hr)p' Cr)ar 


=—[ pdr = p00). 
同样 可 验证 C6"C7), 8)= 一 (6, p= 一 p'(0). 
恤 若 我 们 定 习 Fa 为 (Fi;， 他 ) 一 (人 三， 9 对 一 切 PEB 成 立 ， 
那么 微分 运算 和 极限 运算 的 交换 就 是 显然 的 : 
lim( Ps, F)=lim— (Pn, 人) 一 一 1 Pp')=—(F, p') 
一 《三 ， 多 ) 一 《imza) ， Pp) 
广 沁 函数 的 优越 性 由 此 可 见 一 王 . 


第 七 童 ” 习 


1， 举 例 说 明 线性 有 界 算 子 的 值 域 不 一 定 吓 闭 线 性 子 空间 . : 
2 来 0Q[ 一 1, 1] 上 线性 汉 落 


f(D —) edt) Cts 
的 范 数 ， 
3. 设 无 穷 阵 (q4ni,j 二 1,2,…, 满 是 s4p 访 laws| 达 0 作 全 到 信 中 
了 = . 


算 子 如 下 : 车 
-224， 


正三 (#1, Ea, 人 外 二 (1, HE + ), Tr—¥, 别 
91 一 Dats, i=t,2, 
j=1 


证 明 T=sup> ,es 


” j=1 
#4. 设 suplas |<o0, 在 Lrtp 守 1] 中 定义 线性 算 子 ; ， 
nm 
y= TF, 用 一 站， 和 
其 中 LE a ns 2 ja) 


证 明了 是 线性 有 界 算 了 , 并 Tl = sup| oa. 
5， 设 吾 是 于 维 向 量 空 间 , 在 无 中 取 一 组 基 {er es ea， 《站 是 天 溢 下 


的 矩阵 ， 作 三 到 互 中 算 子 刻下 : 4 了 时， 二 Te Dye 其 中 


和 = 工 


二 zp 一 1.2,….n， 若 规定 向 最 的 范 数 为 -D2 证 明 
»=1 - 1 


上 述 算 子 前 范 数 满足 


mex( lt. 中 < 了 [过 (3 ta 而 


站 = 1uy 一半 


6， 设 了 是 Ce, 2 到 [% 后 的 积分 算 节 : 
Cep) (9) ={ ls, DPCD8 vera,d], 
其 中 (8, 科 是 [a, 的 X[e 8 上 二 元 连续 图 数 , 证 明 
Ea 一 max| | kls, t)| at, 


7， 设 了 是 线性 典范 空间 五 到 线性 赋 范 空间 Y 了 的 线性 算 子 ， 车 全 的 零 空 
同 是 闲 集 , 人 是否 一 定 有 界 ? 
8， 作 10( 拓 二 十 加 ) 中 算 子 下 如 下 : 当 
t= Cx Eas E BH, Ta Cas Fa 


PH 


其 中 #s = anTm =1, 2,3, Mt (ol {am | ) 00, 二 + 二 = 


m=1 由 二 1 抑 = 上 


证 明 , 于 是 线性 有 界 算 子 ， 
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9. RR" 按 范 数 1zll 一 max|&s|， “二 (51, ,87 成 线性 赋 范 空间 , 问 如 "的 


法 者 空间 是 什么 ? 
10， 设 ee 表示 极限 为 0 的 实数 列 全 体 ， 控 通常 的 加 法 和 数 莱 ， 以 及 
jz 一 suP | 上 1 7 一 (1 62 构成 Banach 空间 ,证 (C6) = 人 i 
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第 八 章 ”内 积 空间 和 希 尔 伯 特 
(Hilbert) 空间 


在 这 一 音 中 ， 我 们 专门 讨论 一 类 特殊 的 线性 骨 范 空间 一 一 内 
积 空间 ， 在 这 类 空间 中 可 以 引信 正 交 的 概念 以 及 投影 的 概念 ， 从 
而 可 以 在 内 积 空间 中 建立 起 相应 的 几何 学 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 还 
要 讨论 Hilbert 空间 上 的 Fourier 分 析 及 它 上 面 的 算 子 ， 特 别 是 
西 算 子 ， 自 伴 算 于 和 正常 算 子 的 一 些 初步 性 质 , 


$1， 内 积 空间 的 基本 概念 
在 复 欧 氏 空间 中 ， 向 量 除了 有 长 座 的 概念 外 ， 膛 定义 了 两 个 
向量 的 内 积 的 运算 , 区 若 
闻 汪 《< 各 2 En), b= (Cm, Da", na), 
则 & 与 8 的 内 积 定 疼 为 : 


a py = 6171 二 S27 -上 小 去 区。 {1) 
其 中 和 韦 表 示 7 的 复兴 罗 ， 并 且 内 积 与 向 量 a 的 长 度 有 [以 下 关系 
| ai 一、 4, a), 


由 内 条 定 光 ， 可 知 两 个 后 量 a 与 总 正 交 等 价 于 4 本 二 0， 显然 ， 
在 有 限 维 复 欧 氏 空间 EF" 中 , 由 (1 定义 的 内 积 具 有 下 述 人 性质 : 

1 《ee 65220， 有 《ea 一 0 车 价 于 e 一 0; 

2° 《ad 十 有 5，c> 一 0 EC 十 有 07， 其 中 国有 ecEB 
w 万 为 复数 ; 

3° <g, bY = Cb,ay, oq PEE™. 
在 复 欧 氏 空 间 上 "的 欧 儿 里 得 几何 学 中 所 用 到 内 积 的 性 质 主要 是 
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上 而 三 条 , 因此 刊 用 这 三 条 性 质 , 我 们 也 在 一 般 的 线性 空间 中 引 人 
内 积 的 概念 . 
定义 1 设 六 是 复线 性 空间 ， 如 果 对 互 中 任何 两 个 岗 量 x; 
有 一 复数 (x, 六 与 之 对 应 ,并 自满 是 下 列 条 性 : 
1°” vz) 这 0, 日 <x,》 二 0 靠 价 于 f=, rEX， 
2° art hy, z= or, 2) + POY, 27, FY 2EKX, 0 为 复数 ; 
3° 《zi > 一 《8 xr, 7, YEX, 
则 称 <z,9> 为 + 与 9 的 内 积 , X 称 为 内 积 空间 . 
如 果 开 是 实 的 线性 空间 , 财 条 伞 3" 就 改 为 


Cr,#>= CY, 2, 
大 内 积 的 定义 ， 立 即 可 以 得 到 下 面 的 擎 式 
《zy oy t+ Ba}= 人 2 y+ BE, 2 (2) 
役 卫 是 内 积 空 间 ， 令 
lzl=Vm ty, (3) 


那 末 jz 是 世上 的 范 数 ,事实 上 , 由 内 积 定 义 及 (2) 式 , 不 难 证 明 

a) 1xb 守 0, 且 | 对 =0 针 价 于 z= 人 0; 

(8) laz} = [oallal. 
为 了 证 明 范 数 不 等 式 Ez 二 站 三 1x} 十 1 站 ， 我 们 首 光 证 明 许 瓦 兹 
{Schwarz) 不 针 趟 : 

引 理 1 (Sechwarz 不 等 式 ) 设 廊 按 内 积 《z, 9 成 为 内 积 空间 ， 
则 对 于 艺 中 任意 向 量 *,y, 成 立 不 等 式 

<a, 9 | lel yl. : (4) 

当 且 仅 当 * 与 ?9 线性 相关 时 , 不 等 式 (4) 中 靠 呈 才 成 立 . 

证 明 ”如果 ¥=0, 易 知 对 一 其 xEX, 《x, 0)=0， 国 而 (4) 式 成 
立 ， 若 y 寺 0, 则 对 每 个 复数 a, 由 内 积 条 件 1°, 有 

DOr— oY, te— y= 7 to ar 2 — Gy, 2— Ey, 多] 
仿 区 =《y,2) /C9, 护 , 那 末 上 式 方 揪 号 中 式 子 为 0 所 以 
"2228 * 


， ， | 2 
Oz, zy 人 《T, 人 一 [一人 人 从 一， 


两 边 乘 以 | 打 2 并 县 开 方 , 即 可 得 到 要 证 的 Schwarz 不 等 式 
I¢x, #1 lz 2 
车 z 与 线性 相关 ， 通 过 直接 计算 ， 易 知 (4) 式 中 等 导 成 立 ， 
反之 , 车 (4) 式 中 等 号 成 闲 , 想 定 #0, 则 zz 与 # 自然 线性 相关 ,车 


# 夺 0， 令 
a 
< 


由 Schwarz 不 等 式 推导 过 程 , 易 知 lz 一 yy] 二 0, 即 xz 一 @y， 所 以 zx 
与 了 线性 相关 ， 证 毕 , 
由 Schwarz 不 竺 式 , 立即 可 知 [z i 满足 范 数 不 等 式 , 事实 上 
Tz gl? = Cr ty z+ y= Cr, 2) Cy, £7 + Cz, D+ CY, #) 
=|rB Cr, Ty, 2+ Ny? 
EA 
所 以 z+ 如 过 [2 十 yi， 称 由 (3) 式 定义 的 范 数 jz 为 由 内 积 导 出 
的 范 数 , 房 以 内 积 空间 是 一 种 特殊 的 赋 范 空间 .苦于 按 (8) 式 中 范 
数 完备 ， 则 称 为 Hilbert 空间 . 
设 ]zl 是 由 内 积 导 出 的 范 数 , 适 过 计算 ， 读 者 不 难 证 明 对 互 中 
任何 两 个 向 量 >, yEX, 成 立 平行 四 边 形 公 式 
lx -ghs+ lz—yl =2C zl yh). (5) 
它 是 平面 上 平行 四 边 形 公式 在 内 积 空 间 中 的 推广 , 反之 可 以 证 明 ， 
车 并 是 线性 赋 范 空间 , 其 中 范 数 |z 上 对 荆 中 任何 向 量 x,#EXX, 满足 
平行 四 边 形 公式 (5), 那 末 一 定 可 在 政 中 定义 内 积 Cz,y》， 使 |zh 就 
是 由 内 积 <z, 站 导出 的 学 数 , 证明 团 限于 篇 幅 而 赂 去 ， 因 此 , (5) 式 
是 内 积 空间 中 范 数 的 特征 性 质 . 
下 看 举 一 些 内 积 空间 的 例子 
例 1 天 [oo 划 ,对 天 [的 中 任意 向 量 纪 定义 


* 


CD | RFE. (6) 


易 知 严 [a, 8] 按 (8) 中 内 积 成 为 内 积 空 间 ， 又 册 内 积 (6) 导 出 的 范 
数 


1z1=([ laC2) a 
皮 为 第 六 章 $8 例 4 中 所 定义 的 范 数 ， 肖 第 六 章 $8 定理 2 知 ， 
Pa, 5] 成 为 Hiibert 空间 . 


例 2 2 设 了 一 (EEa， £81 1), ¥ = Cn ?es 3s “os 
定义 


(1,9) = DE 《7) 


则 如 接 (7) 中 肉 积 也 成 为 Hiibert 空间 ， 
例 3 当 p 半 2 时 ,1 不 成 为 内 积 空 间 ， 
事实 上 ， 他 2 一 (1 1, 0, *»), ?一 《| —1， 0, “), 网 XEL, 


yE1， 且 | = 1 四 = 天, 但 ]z+ 扣 = 1 一 站 二 2， 所 以 不 清 足 平行 
了 四边形 公式 (5)， 这 说 明 (px2) 中 范 数 不 能 由 内 积 导出 , 因而 不 
是 内 积 空间 . 

例 4 CLe, 5 按 上 zl 二 max 1z(#) | 不 成 为 内 积 空间 . 


事实 上 , 令 z()=1, (t= 和 5 则 zyECLa, 5],， 且 Izl 
= 上 gl 二 但 因为 


oF yt) 1 oe 


pa 
s(t)—y(t) =1—8e, 
明了 efe, 林 不 是 内 积 空间 ， 
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设 区 为 内 积 字 间 , 由 (3) 给 出 了 天 上 的 范 数 , 反之 , 通过 直接 计 
算 , 读者 不 难 证 明 ， 内 积 与 范 数 之 间 成 立 如 下 等 式 
Ce)=T a yh le gt i gl il mig ). (8) 
《8) 式 称 为 极 化 但 等 式 , 它 表示 内 积 可 以 用 范 数 米 表 示 ， 当 为 实 
内 积 空间 时 , 极 化 便 等 式 变 为 
Cx, 0) = (hz yl — lg)’). (9) 


由 Schwarz 人 不等式， 立即 可 知 内 各 是 两 个 变 元 的 违 续 图 数 ， 
即 当 ra->2; gr 一 3 时 , 有 <zo 加 > 一 《xz 8 事实 上 , 因为 
上 kz 8 一 《xn ga> | |r, y— Yad | + | 2— x, yn}| 
lz yy] + leo zy 
因 gy 收 痪 , 故 1y.| 有 界 , 所 以 当 % 一 co 时 , 上 面 不 等 式 右 端 趋 子 0， 
闲 而 《zy, ga 一 《25，8y》， 


82. 投影 定理 
设 耳 是 度量 空间 , 昼 巧 卫 的 非 空 子 集 ,x 是 下 中 一 点 ， 称 
az, M)= inf lz 一 外， (1) 
在 许多 数学 问题 中 【例如 国 数 和 逼近 论 ) 常常 会 提出 这 样 的 问 
题 : 是 否 存在 yE 笠 , 使 
dr, M)= zx—y)? (2) 
如 果 在 在 这 样 的 y,， 是 否 叭 一? 容易 明白 , 如 果 不 对 对 加 上 一 些 限 
制 ， 即 使 在 有 限 维 欧 氏 空间 中 , 对 这 个 问题 的 回答 也 是 不 肯定 的 . 
得 当 形 是 内 积 空 间 中 的 完备 凸 子 集 时 ， 对 这 个 问题 可 以 得 到 肯定 
的 园 答 , 为 此 , 先 介绍 凸 集 的 概念 . 


s 号 了。 


设 是 线性 空间 , x,# 是 下 中 了 两 点 , 称 集 合 
{z 一 0 十 (IT 一 CD) 的 ODSw< 1 
为 脏 申 联结 点 x 和 8 的 线段 , 沁 为 Efz, 的， 如 果 弄 是 豆 的 子 集 ， 对 
型 中 的 任何 两 点 z, 省 有 Ez, 天 导报, 则 称 如 为 了 中 的 山 集 . 
定理 1 ( 极 小 化 向 量 定理 ) 设 且 是 肉 积 室 间 ， 导 是 全 中 非 完 
是 焦 ; 并 且 按 革 中 由 内 积 导出 的 距离 完 首 , 那 末 对 每 个 x*E 义 ， 存 在 
唯一 的 yE 民 , 使 得 
Iz—#1=atz, MY. {83) 
证 明 令 6=dtzx, 六 ), 店 下 确 界定 义 , 存在 #,E 有 HH，r 二 1，2, 
3, ,使 
0 一 一 | 一 人 《na 一 Co) (4} 
令 v0 一 9 一 *， 则 上 onl 二 5.， 且 


和 ,十 vm 一 + zw 一 22] 二 2 上 ce 十 区 一世 3 
因为 性 是 晤 集 ， 所 以 士 (yn+ym)< 和 ,由 此 可 得 1 十 om] 之 26， 又 


因为 一 J 一 94 一 ms 由 平行 四 边 形 公式 ， 有 
Ig — yn = oem) ?= — vt onl 2 Cl: Ie)? 
(26)*+2(68 + 62), 

由 (4) 式 ， 知 盆 :}$-=1 是 奸 中 柯 商 点 列 ， 但 林 按 内 积 导出 的 距离 完 
备 , 因 而 存在 gENWM, 使 yy, 因为 yE 肛 ,所 以 ,上 4 一 站 实 5, 但 是 
lz— gle—y lt yy = 6 + [yO—. 

上 面 不 等 式 右 端 当 mn->co 时 ,极限 为 6, 所 以 得 到 Hz 一 y==56, 
车 又 有 yo 于, 使 得 |# 一 各 | 二 5, 由 平行 四 边 形 公式 ， 
ly—gol’ = l(ty—2)— (#0—2) 
=21y—z#[?+2y zl — ICy—2) + Cy — 2 
~—26° +26:--4 到 (g 十 go) 一 z 
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由 形 的 凸 性 ， 了 Cr 1 Yo)ENM, 所 以 | 去 人 8 十 go 一 z :862 因此 


oly— lA — 46*:=0 
因而 18 一 | 二 0， 却 y=, 这 就 证 明了 唯一 性 , 证 毕 . 
当 型 尾 瑟 的 完备 子 空间 时 , 好 当然 是 下 中 的 凸 集 , 所 以 由 定理 
1, 立即 可 以 得 到 下 面 的 推论 ， 
推论 1 设 天 是 内 积 空间 ， 对 是 下 的 完备 子 空间 ， 则 对 每 个 
ZE， 在 在 唯一 的 拭 弄 ， 使 
lz—yl=adCr, M). 
极 小 化 向 量 定理 是 内 积 空 间 的 一 个 基本 定理 , 它 在 微分 方程 ， 
现代 控制 论 和 吾 近 论 中 有 重要 应 用 ， 
下 而 引入 内 积 空间 中 向 世 正 交 的 概念 ， 
定义 1 设 六 是 内 积 空间 ,x,y 是 也 中 两 个 向 量 ， 如 果 
《x, y= 0, 
则 称 2 与 9 互相 敢 直 或 正 交 , 记 为 <|y， 如 果 四 的 子 集 4 中 每 个 
向 量 都 与 子 集 如 中 冬 个 向 量 正 交 , 则 称 4 与 召 正 奖 , 记 为 41B, 特 
别 当 和 4 只 含有 一 点 + 时 , 则 称 z 与 B 正 交 , 记 为 zB. 
容易 知道 , 对 总 中 两 个 互相 正 交 的 向 量 * 和 成立 色 股 公式 
lz+ gl?= el:+ gl. 
有 了 向 量 正 交 的 概念 , 类 似 于 有 限 维 欧 几 里 得 空间 , 就 可 以 在 
一 般 的 内 积 空间 中 建立 起 相应 的 几何 学 . 
引 理 1 设 下 是 内 积 实 间 , 邓 是 并 的 线性 子 空间 ，2zE 碟 , 若 存 
在 ye 民 I， 使 得 jz 一 y=4(z, 玉 )， 那 么 ，xz 一 y LM, 
证 明 令 z=2z 一 yg, 若 z 不 垂直 于 NH, 那么 必 有 JE 于, 使 得 
Cg, #1> 0, - 《5) 
显然 加 所 0， 另 一 方面 , 对 任何 复数 a, 有 


la—ay | = <2— oy 2—oy1> 
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一 《2， 2 一 区 Ri #1 —&LY,, 2 — tL, ¥17], 
令 -2 ， 则 上 式 右 端 方 括号 中 式 子 为 0， 义 因 jzj 一 dy 
4)， 因 此 


上 
jz—oy)*= a) Sn < M), 


但 是 由 于 # 十 如 七 导 ,所 以 
1 一 的 | = lz—y—ay las, M), 
这 与 iz 一 wy 过 Elzx, 如 ) 耶 盾 , 思 上 比 ,x 一 gy 上 对 ,证 毕 . 

设 生 是 线性 空间 ，Y 和 马 是 立 的 两 个 子 空 间 ， 如 果 对 每 个 z 
EX, 存在 唯一 的 yEY 和 2E2, 使 =y+z， 则 称 且 是 了 和 2 的 直 
接 和 , 记 为 = 了 十 Z， 其 中 了 和 儿 坎 为 的 一 对 互补 子 空间 ， 儿 
(或 了 ) 称 为 了 CZ) 的 代数 种 子 空间 ， 易 知 互补 子 空间 必 线 性 无 关 ， 
即 对 任何 yEY 及 zEZ, 则 名.z 线性 无 关 ， 例 邵 , 卫 博 ,了 二 及 ， 则 
经 过 原点 的 每 一 条 异 于 了 的 直线 都 是 了 的 代数 补 子 空间 ， 我 们 最 
感 兴趣 的 是 与 了 慌 直 的 代数 补 邯 空间， 即 与 了 垂直 ， 且 道 过 原点 
的 那 条 直线 , 称 之 为 中 的 直 交 补 子 空间 ， 类 侯 地 , 也 可 以 在 内 税 空 
间 中 引入 直 交 补 子 空间 的 概念 ， 

定义 2 设 开 是 内 积 空间 , 好 是 三 的 子 集 , 称 集 合 

M+= {xERIr1 MY 


为 下 在 六 中 的 直 交 补 . 

读者 不 准 证 明 M+ 是 下 中 的 闲 线性 子 空间 , 并 且 当 型 是 线性 
子 空间 时 ,可 与 M+ 是 互补 子 空间 ， 又 由 直 交 补 的 定义 ， 可 知 若 
于 是 并 的 线性 子 空间 , 则 下 站 += 40}， 当 下 是 Hilbert 空间 时 ， 
我 们 有 下 面 的 投影 定理 ， 

定理 2 设 了 是 Hilbert 空间 久 的 闭 子 空间 , 那么 成 立 

X=Y+Y:, (6) 
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证 明 ” 央 为 了 是 下 的 闭 子 空间 ,所 以 了 是 也 的 完备 子 空间 , 由 
推论 1 及 引 理 1, 潜 于 任 全 xe 蔗 , 存在 唯一 yEY 及 zsEZ 使 
r=# -2 {7) 
及 若 男 有 总 EP 及 z1EFT, 使 $= 则 于 一 二 一 因 一 各 
EFF， 一 2E7+, 于 是 加 一 # 二 2 一 ZE 了 人 T= 0， 因此 ，#= 二 机， 
z 二 Zz1, 这 就 证 明了 关 = 了 十 Y+, 证 毕 ， 
当 脏 = 了 十 Z, 且 了 | 多 时 , 称 了 是 了 和 名 的 直 交 和 , 记 为 万 一 
了 DZ, 因 示 56) 式 可 以 写成 
互 = 了 四 了 上。 (8) 
若 yz,*=# 十 Zz 则 写 7 二 Dz， 定 理 2 告诉 我 们 ， 当 了 是 Hil- 
bert 空 闻 半 的 闲 子 空间 时 , 对 每 个 rEZ, 存在 唯一 #EF 了 及 #E 了 ， 
使 x= yOBz, 称 y¥ 为 x 在 空间 了 上 的 直 交 投影 , 简称 为 投影 ， 利 用 
投影 , 可 以 定 儿 于 到 了 上 的 映照 如 下 : 对 任 一 xEX， 令 
Pz=Y, 
其 中 8g 是 在 了 上 的 投影 ， 称 了 为 到 了 上 的 投影 算 子 ， 读 者 不 
难 证 明 , 投影 算 子 具有 下 列 一 系列 性 质 . 
1”P 了 是 革 到 了 上 的 线性 有 界 算 子 , 且 当 也 {0) 时 , jP1=1. 
2° PX=Y, PY=Y, PY = {0). 
3°” P=P, 其 中 P?=P:P. 
设 中 是 内 积 空 间 , 儒 是 革 的 子 集 , 记 CM1)1 = 型 :+ 显然 
MCM. 《97? 


及 之 ， 有 下 面 的 引 理 
引 理 2 设 了 是 Hilbett 室 间 六 的 闲 子 空间 , 则 成 立 
了 一 了 上 +。 《107 
证 邓 ”由 (9), 只 要 证 明了 CY 即 可 、 设 xzEFLL， 轩 投影 定 
理 , 存在 yE 了 CFT 及 zEY", 使 + 一 yz， 因 为 +EFY++, 并 有 是 了 :+ 
是 线性 空间 , 所 以 x 一 ysSY+， 因 此 z=x 一 yeE7Y+ 几 Y=1{0}， 肥 
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2 一 0 所 以 + 一 yEY, 这 就 证 有 明了 Fr++CY， 证 毕 . 

利用 直 冯 补 ， 可 以 得 到 内 积 窑 间 切中 子 集 六 的 线性 包 在 苹 中 
舟 密 的 判断 方法 . 

引 理 3 设 对 是 Hilbert 空间 与 中 非 空 子 集 ， 由 于 的 线性 外 
spanay 在 节 中 秽 密 的 充 紧 条 件 为 "= {0}. 

证 明 设 xEM1， 若 span 村 在 叉 中 黎 密 ， 则 xzEspan 形 , 因 
此 , 存在 zaEspan 形 ,#=T,2, …, 使 2 一 7 又 国 zxE MMT， 所 以 Cs， 
zz》 一 4 一 1, 2,…, 由 内 积 连 续 扶 ， 得 到 《x, x 二 0， 因 而 z=0， 即 
圭一 {0 ， 反 之 , 设 于 + 一 40}, 如 果 z Lspan M, 则 x | HH， 即 x 
型 1， 所 以 x=0， 因 此 (span MM)+={0}, 但 (spanM)+ = (span 
2H)*, 由 投影 定理 , 苹 一 span 型 ， 即 span 肛 在 环 中 稠密 ， 还 毕 . 


$ 3， 希 尔 伯 特 空间 中 的 就 范 直 交 系 

仿照 欧 儿 里 得 空间 中 直 交 坐标 系 的 概念 ， 我 们 在 内 积 空间 中 
引入 直 交 系 的 概念 

定义 1 。 设 玫 是 内 积 宝 间 邢 的 一 个 不 含 零 的 子 集 ， 车 到 中 向 
量 两 两 直 交 , 则 称 如 为 全 中 的 直 交 系 , 又 车 了 中 向 晤 的 范 数 都 为 
1， 铀 称 用 为 了 中 就 范 直 交 系 . 

例 1 R' 为 n 维 欧 氏 究 间 , 则 向 量 集 

和 一 【Ge 

为 Br 中 就 范 直 交 系 ， 其 中 6 当 8 一 时 ，6o 一 1 sy 时 ， 
8,.;=0, 

例 2 在 空间 [0,2x] 中 ,定义 内 积 为 


C9) = fg de, 天 gfo 2z]， 
则 三 角 函数 系 -7 ， cosx, Sinw, ,C08 RT sinRr,… 汶 LT0, 2] 
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中 就 范 直 交 系 ， 所 以 内 积 空 间 中 就 范 直 交 系 是 直 交 函数 系 概念 的 
推广 , 
直 交 系 有 以 下 基本 性 质 ; 
1” 对 次 交 系 型 中 任意 有 限 个 向 量 ?za wz， 成 立 
Ef. A (1) 


事实 上 ， 由 于 下 中 向 量 两 两 直 交 ， 所 以 
> 1) -Pe 2 le 
2。 直 交 系 好 是 开 中 线性 无 关子 集 ， 事 实 上 ， 设 zx，…， 
zwEM， 而 且 laiw; =0， 其 中 …, an 为 个 数 ， 则 对 任何 I< 


i=1 


jn， 有 
0=( Das #3)=een se2=aslzih, (2) 
i=1 


所 以 ,za，… ,zn 线性 无 关 , 这 就 证 明了 并 是 蔷 中 线性 无 关子 集 . 
我 们 在 内 积 空 闻 中 引入 就 范 直 交 系 的 目的 是 要 把 空间 中 的 冤 
量 甘 于 就 范 直 交 系 展开 成 级 数 , 为 此 , 首先 介绍 一 般 线 性 赋 范 空间 
中 级 数 收 敛 的 概念 . 
定 多 2 设 世 是 线性 赋 范 空间 ，x;; i 二 1,2，… 是 芋 中 一 列 身 
量 ,&%, ca … 是 一 列 数 , 作 形 式 级 数 


Sas {3) 


称 Sr = Dr 为 级 数 (3) 的 项 部 分 和 ， 车 存在 XI， 使 SS, 一 >x， 
#3=1 
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则 称 级 数 (3) 收 化, 并 称 为 这 个 级 数 的 和 , 记 为 z= i 
荐 开 为 六 中 就 范 直 交 系 , eyes: 是 到 中 有 限 或 可 列 个 向 量 ,有 
z 一 Jaies, 则 对 每 个 自然 数 由 内 积 连续 性 , 可 以 得 到 


CX, 2) -Sae,, e3)= Dake, e717 一世 3 


所 以 z= Dr, eyey. 
f= 


定 巡 3 设 癌 为 内 积 空 间 工 中 的 就 范 直 交 系 , *E 蔷 , 称 数 集 
{C2, ey leE M)} 
为 向 量 > 关于 般 范 直 交 系 几 的 富里 叶 系 数 集 ,而 称 (z, e) 为 x 关于 
e 的 写 里 叶 系 数 . 
例 3 设 开 = 亚 [0,2z], 形 为 例 2 中 三 角 函 数 系 ,对 于 任何 了 
和 天 [0, 2 天],f 基于 好 的 富里 叶 系 数 集 即 为 ; 
= 二 APDeosm 必 《Poosat)， R= 1, 2, "ee 
= 二 | fsinnt a =k, ginft), N= 1,2, 1 


所 以 内 积 空间 了 中 向 量 z 关于 就 范 直 交 系 收 的 宣 里 寻 系 数 实际 上 
是 数学 分 析 中 富里 叶 系 数 概念 的 推广 . 
下 面 讨论 富里 叶 系 数 的 性 质 . 


引 理 1 设 芋 是 内 积 空间 , 于 是 总 中 就 范 直 交 系 , 任 取 表 中 有 
限 个 向 量 B11 Ba +, Bn 那么 成 立 
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(1) 12- B2¢, ee = — 21s, 0 1 0 
i=1 = 4 


(2) | ee [> 


# 个 数 . 
证 明 因 对 任意 % 个 数 a， ,ns 有 


Ee Dee | = 一 Doe, TC 一 Doe, ) 
二 改作， (See,, z) 一 (z， Doe, ) 


£— D2, Ei) es |， 其 中 gl， wan 为 任 


+ Dae Dae ) 
i=1 于 二 工 


=iz —2Re Sake, e+ ll 
i=1 i=1 
他 ai 一 《eei> 一 2， RR 代 大 上 式 即 得 (C1), 另 一 方面 由 上 和 式 
及 结论 (1), 我 们 又 有 
加 2 
[Be 
¥=1 


交 各 
r+— >, ie 
了 = 


= 5 lez, 6)120. 


由 此 知 (2) 成 立 , 证 毕 . 
从 引 理 1 中 (42) 的 证 骨 中 , 可 以 看 出 在 (2) 中 仅 当 
Wi = C7, Bi i=1,2, * 


时 ， 等 号 才 成 立 ， 其 次 还 可 以 看 出 ， 若 用 Bl E23 “4 Bn 的 线性 组 合 
逼近 x, 则 取 w, 一 《zei>， 一 ,29 时 的 逼近 为 最 佳 ， 

定理 1 (Bessel 不 等 式 ) ” 设 {ed 是 内 积 空间 玉 中 的 有 限 或 
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可 列 就 范 直 交 系 , 那么 对 每 个 zE 基 ,成 立 不 等 式 
之 《ze 下 实生 (4) 


证 明 如 果 {esj 中 只 有 有 限 个 向 量 , 则 结论 由 引 理 1 的 (1) 立 
即 可 得 ， 当 fex} 可 询 时 , 只 要 在 引 理 1 的 (了 中 , 令 n>00, 即 得 (4) 
式 , 证 毕 . 

如 果 Hessel 不 等 式 中 等 号 戌 立 , 则 称 此 等 式 为 Parseval 等 式 ， 


引 理 2 设 {e;} 为 Hilbert 空间 和 中 可 列 就 范 直 交 系 ， 那 么 
成 立 


(1) 级 数 之 ,aiei 收敛 的 充 要 条 件 为 级 数 之 ;jj 了 收 伍 


5 


(2) 车 #= 人 ,ie 则 ai 一 《ze 一 1 2 


琶 = SCs, eyel 
(3) 对 任何 EX, 级 数 六 《zeye 收 伍 、、 
= 


证 明 (1) 设 8 = Zeie， os= 可 js|?， 由 于 {e,} 为 就 范 
直 交 系 ， 所 以 对 任何 自然 数 而 和 ,4 之 吉 成立 


1S, 一 So 上 一 fam enrt "oes)? = 立 [al? 
= Fn Un, 
所 以 433- 是 芋 中 柯 西 扩 询 的 充 要 条 件 为 {on}3-1 是 柯 西 数列 ， 
由 支 和 数 域 的 完备 性 ， 知 (1 成 立 ， 
(2) 前 已 证 过 ， 


(38》 册 Bessel 不 黎 式 ， 知 级 数 S51)《z，e;》1? 收 雹 ， 由 (1) 及 
于 
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(2), 知 级 数 之 ) 《74， 在 :全 收 误 ， 证 毕 ，, 


推论 1 设 {e;} 是 芯 中 可 向 就 范 直 交 系 , 则 对 任何 +S 也 ， 
lim{x, ey = 人 0. (C5) 


证 明 由 引 理 1, 对 任何 zEX, 级 数 1(z 0,1]? 世上 zj 收敛 ， 


所 以 一 般 项 《(z, es》->0, Cs 一 co) 证 毕 ， 

当 外 为 2[0, 2z], 开 为 三 角 函 数 系 时 ， 推 论 1 即 为 黎 紧 ~ 蔓 
贝 格 引 环 ， 下 面 讨论 一 般 就 范 直 交 系 的 Bessel 不 等 式 . 设 {eu 
hE 站 是 六 中 就 范 直 交 系 ,其 中 了 为 一 指标 集 ， 那 么 对 任 一 zEX, 7 
中 使 Cz,e)0 的 指标 天 至 多 只 有 可 列 个 ， 事 实 上 由 Bessel 不 等 
式 , 易 知 对 尾 何 正 整 数 m, 使 |(z, es)i 沁 二 的 指标 至 多 只 有 有 限 
个 ,所 以 集 


{es 


(edo0= Ufe Kz, ee > 二 


至 多 为 可 列 集 ， 由 此 可 以 形式 地 作 级 数 
,ere,, (6) 


其 中 和 式 理 解 成 对 所 有 使 4z，esy 兰 4 的 指标 相 加 ， 因 此 Bessel 
不 欧式 可 以 写成 
la ed leh. (7) 


我 们 的 兴趣 在 干什么 时 候 向 量 # 可 以 写成 由 富里 叶 系 数 所 作 
级 数 (6) 的 和 , 为 紫 ， 首 先 3| 人 人 完全 就 范 直 交 系 的 概念 
定义 4 设 隆 是 内 积 空间 世 中 的 就 范 直 交 系 ， 如 果 
span 于 = 二天， {8) 
则 称 尽 是 互 中 的 完全 就 范 直 交 系 . 


er ee a 
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利用 本 音 82 3 引 理 3, 立即 可 以 得 到 下 列 定理 . 

定理 2 设 民 是 Hilbert 空间 革 中 就 范 直 交 系 ， 那么 村 完全 
的 充 要 奈 件 为 池 * = 10}. . 

这 个 定理 滨 诉 我 们 ， 在 完全 就 范 直 交 系 中 不 能 再 加 进 新 的 向 
量 ， 使 之 成 为 更 大 的 就 范 直 爱 系 、 我 们 也 可 以 用 Parseval 等 式 来 
检验 出 范 直 交 了 系 的 完全 性 ， 

定理 3 有 凡是 Hilbert 空间 中 完全 就 范 真 交 系 的 充 要 亲人 和 件 为 
对 所 有 xEX, 成 立 Parseval 等 式 ， 

证 明 ”充分 性 , 设 Parseval 等 式 对 所 有 >EK 成 立 , 车 型 不 完 
全 , 出 定理 2, 存在 区 至 0 2 型 , 所 以 对 任何 eS 如， 有 《zo 人 2 一 小 
由 于 对 该 rz 成立 Farsevai 等 式 

xo = 之 | 《x 8>12， 


所 以 上 of = 二 0, 即 #60=9, 这 与 Xo 半 9 耶 盾 ， 
必要 性 , 设 政 是 于 中 完 爹 就 范 直 交 系 , 对 任何 zE 瑟 , 设 其 非 零 


窗 里 叶 系 数 为 《2 el 《zi ez) -由 引 理 2， 级 数 也 Cz，esyes 收 
敛 , 设 其 和 为 5 则 对 任何 自然 数 i。 有 
Gay, ey= be, 0 — DCz, es) 0s, or) 
20d la ed <0 
又 对 形 申 一 切 使 4z, e) 一 0 的 向 量 8, 有 
(ee), ey— Ds, eon e) =0 


因此 ，2# 一 # LL 开 ,由 对 的 完全 性 ， 得 到 xz 一 y:-0, 即 x=#， 所 Bx 

= SCz,ejy)es 由 此 得 到 [z= B01Czy el D1<z 2> 上， 期 
j=1 中 = 了 二 掺 三 

Parseval 等 式 成 立 , 证 毕 。 
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由 定理 3 的 证 明 , 可 以 看 出 , 当 亚 是 Hilbert 空间 下 中 完全 就 
范 直 交 系 时 , 革 中 每 个 向 量 x 者 可 [以 展开 成 级 数 
zr: : Pir, ee, (9) 


(9) 式 称 为 向 其 4 关于 就 范 直 交 系 到 的 富 电 叶 展 征 式 . 
推 座 2 《CTregamoa 定理 ) 设 尘 是 Hilbet 空间 了 节 中 就 范 直 实 
系 , 落 Parseval 等 式 在 工 的 某 个 独 密 子 集 六 上 成 立 , 则 形 完 全 . 
证 明 设 召 =span 形 , 则 召 是 蕊 中 半 线 性 子 空间 ， 因 在 六 上 
Parseval 等 式 成 立 , 由 定型 3, 易 知 对 六 中 每 个 向 基 z, 都 成 立 


1 
之 ka， By>e， 
Be 之 弛 


所 以 YE 至 因而 加 CCB, 同 于 鳌 尽 闭 线 性 子 宏 闻 , 故 有 六 忆 吾 ,但 因 
国 = 丰 ,所 以 百 == 丸 , 妈 寻 是 下 中 完全 就 范 直 交 系 ,证 毕 . 

利用 推论 2 不 难 证 明 拥 2 中 三 角 戎 数 系 是 IY[0，27x] 中 完全 
就 范 嘉 交 系 , 所 以 对 任何 在 天 [0.2z]J，Fz) 孝 可 展开 成 寅 里 叶 技 
数 


FE)= Ho 了 aacos 下 -De sin ke 
k=I 


其 中 等 号 厂 端 级 数 是 指 在 [50,3x] 中 平方 平均 收 仑 ，qo0, qz,8i 分 
别 为 例 3 中 了 上 关 王 三 角 乓 数 系 的 富里 时 系数 ， 

困 上 所 还 ， 可 匈 完 全 就 范 直 交 系 十 研究 Hilbert 空间 的 重要 
工具 , 那么 是 否 每 个 并 堆 Hiibett 空间 都 有 完全 就 范 直 交 系 , 所 及 
如 何 去 得 到 完全 就 范 直 变 系 ? 为 此 首先 介绍 一 般 的 Gram-Seh- 
iiidt 正 交 化 过 程 . 

引 理 3 设 {z1,x2，**} 直 内 积 空间 症 中 有 有限 或 可 到 个 线性 元 
关 向 量 ， 那 么 必 有 芯 中 就 范 直 奖 系 1e1, es…}, 僵 对 任何 正 芒 数 1， 
有 

span{er, en 一 SpanfTi wy 和。 
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证 明 令 e， = 全 则 je 一 月 spanie}=spant{z!), 令 va 
二 Tz41 一 《za, el)et 因为 wy za 线性 无 闫 ， 所 坟 wz 半 0, 且 2 上 81/， 令 
Eg 则 es 一 1 且 e 上 e+ 显然 spanfeh es 一 spantz oh， 
如 果 已 作 了 ei, er en- 其 中 es 二 1, 5 二 1,2,'*,% 一 1, 并 且 两 
两 直 交 ， 满 足 spanlei, es, ,er- 引 二 Span Ta-17， 则 令 mr 


n-1 
一 2 — Da, [2 外 Ty sn 线性 无 关 ， Eel pi:E0, 谷 er 
R=1 
一 到 1 出 je 一 1， 且 es 上 Bi i 二 1,2, 一 ] 又 显然 满足 span 
{el … en 一 Spantzl zai， 这 样 一 直下 去 ， 即 可 得 到 所 要 求 的 
就 范 直 交 系 ; 证 毕 . 
引 理 3 的 过 程 称 为 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 ， 容 易 明白 ， 


号 一】 
> 《za eiyei 是 向 量 z* 在 空间 span{fzi …y zw- 小 上 的 投影 . 
= 三 1 . 


定理 4 每 个 非 零 Hilbert 空间 必 有 完全 就 范 直 交 系 . 

证 明 ”只 对 可 分 的 情况 证 明 , 设 下 汶 可 分 Hilbert 空间 ， 则 存 
在 有 限 或 可 询 个 向 量 {xi}, 使 spantzi} 二 四, 不 妨 设 人 {2} 为 卫 中 的 
线性 无 关子 集 , 否则 可 取 1z;} 中 的 线性 元 关于 人 虞 ， 由 3 引 理 3， 存 在 
有 限 或 可 列 个 就 范 直 区 系 {e2}, 使 对 任何 自然 数 5, 成立 

span{ie, en —=Span{z, *, wny, 

所 以 , 由 {ei} 张 成 的 线性 空间 包含 47,}， 央 此 spanteiy 二 span{z;} 
= 瑟 , 好 te;} 是 羡 中 完全 就 兆 直 交 系 , 证 毕 . 

可 以 证 明 , 和 如果 并 及 对 ! 交 为 Hilbert 空间 广 的 完全 就 范 直 交 
系 , 那么 对 和 MM! 具有 相同 的 势 , 称 这 个 势 为 卫 的 Hilbert 维 数 ， 
若 芒 = {0)， 刚 定 交工 的 Hilbert 维 数 六 0 和 由 GQGram-Schmidt 正 
交 化 过 程 ， 易 知 当 盛 是 有 限 维 空间 时 ，Hilbert 维 数 与 线性 维 数 
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为 了 猎 究 Hilbert 空间 及 其 上 的 线性 算 子 ,把 一 个 抽象 的 HH 让 - 
bert 空间 夫 示 成 一 个 具体 的 Hilbert 空间 是 有 好 处 的 ， 

定义 5 设 苇 和 廊 是 两 个 内 积 空间 . 若 存 在 XX 到 鳞 上 的 映照 
全 ,使 对 任何 x,yEXX 及 数 & PB, 满足 

Tlar py) aTzri pTy, C10) 
Tx, TyY = x, Y), 

则 称 玉 和 议 同 构 ， 并 称 耻 为 亿 到 入 上 的 向 构 上 映照， 

定理 5 两 个 Hilbert 空间 与 卫 同 移 的 充 要 条 性 是 与 信 
具有 相同 的 Hilbart 维 数 . 

证 明 若 立 与 祷 间 构 ,T 为 了 到 袜 上 的 同 构 映照 , 由 (10) 易 知 
于 特 下 中 完 爹 就 范 直 交 系 映照 成 六 中 洁 全 就 范 直 交 系 , 并 且 下 是 
一 对 一 的 , 所 以 半 与 福 具有 相同 的 Hilbert 维 数 . 反之 , 若 及 与 义 
的 Hilbert 维 数 相同 , 不 妨 设 X 夺 10}， 否则 结论 是 平凡 的 ， 设 亚 
和 和 厂 分别 和 文中 完全 就 范 直 交 系 , 山 假 设 , 政和 于 具有 祖 回 的 
其 中 4 为 与 如 和 得 等 基数 的 指标 集 , 由 定理 3 及 (9) 式 , 对 任何 x 
万 轧 及 全 六 ,有 » 

z= ZC, eye，， 元 之 <， 名 ys 
并 且 | kr et1= ze<co， 之 1 和 人 |P<co， 设 z= 
人 《pr et)eb 令 gz 一 人 (zs ery, 由 引 理 2,7zE 苇 ， 且 对 X 中 任 
两 个 向 其 ， 中 一 Zk, E21 于 一 cy Bi ye 上 成立 
《rz 19) = Ds, ear, Ddy, ee ) 
| 下 二 寺 - 
= er) Cs 017 = Cz, 9), 


= 2 


买 若 了 之， 各 :> 总: 为 羡 中 任何 向 量 ， 令 z= 过 ay>er， 由 


线性 运算 不 变 ， 所 以 卫 为 瑟 到 辫 上 同 构 陕 照 ， 寻 互 与 和 癌 攀 ， 
证 毕 . 

对 于 可 分 Hilbert 空间 , 由 定理 5, 并 利用 Gram-Schmidt 方 
法 , 立即 可 以 得 到 下 面 的 推论 ， 

推论 3 ”任何 可 分 Hilbert 空间 必 和 某 个 好 或 * 同 构 ， 


$4.， 希 尔 伯 特 空间 上 的 线性 连续 泛 函 


现在 我 们 利用 $2 的 投影 定理 来 研究 Hiibsrt 空间 上 线性 连 
续 泛 冰 的 一 般 形 式 
定理 1 (Riesz 定理 ) 设 卫 是 Hilbert 空间 ， 了 是 上 线性 
连续 泛 函 , 那么 存在 唯一 的 xE 互 , 使 对 每 个 xzEX, 有 
f(r) = cr, 2>, (1) 
并 且 1f1= lzl. 
证 明 车 了 一 0 出 令 ==0, 结论 生 然 成 立 , 攻 所 0， 令 (下 ) 
为 1 的 零 空 间 , 出 全 ) 可 知 , 和 如果 这 样 的 z 存 在 , 那么 必 有 zE.(1) 
因 了 所 0, 所 以 WA 了 ) 半 革 ， 叉 轩 了 戌 下 上 线性 连续 泛 冰 , 由 第 七 党 
§1 定 理 2，w(f) 为 互 的 闭 子 空间， 所 以 完备 ， 由 投影 定理 ， 
2 有 羡 人 0 设 加 拓 0,zoEtt 六 对 任何 26E 王 ， 信 2 大 2120 一 
fzo)z, 则 Fo) 一 Fz)1zo ff r=0, PEAF), 
0=<v, 50> 一 < 站 (50 一 于 (20 了 20> -天 全 )<20， Zo — F(Z0) <T, Zo0>, 


由 于 <z0, go> 一 |‖20 村 冯 0, 所 以 
f =- 《zs z0) = ,120) 2,), 


EX 


令 zx 一 人 入， 则 FLzy= 《zz》 六 苦 另 有 2E 瑟 ,使 对 任何 xE 玉 ， 


| zj 


，2346 。 


成 立 fz) 一 《rz，2》， 那 么 《7，2z 一 2 一 0， 转 到 zz 一 5， 则 
和 > 一 2 一 《2 一 212 一 2 一 0 所 以 二 25 这 就 证 明了 玲 一 性 ,下 
证 1 =‖z 只 要 对 了 0 证 明 即 可 因 了 0， 所 以 < 拓 0， 由 (1) 
式 , 令 z 二 z， 则 


zl? = «2, 2>= f(z) IT Tal, 

所 以 al 所 1'f1, 反 之 ,由 Schwarz 不 等 式 , 1!f(z)| = 二 1《x, 2s》| 声 |x] 
“1zl, 放 此 ,上 f 志 1zi, 因 而 得 到 略 [==[zl, 证 毕 . 

对 每 个 ¥E 基 , 令 1 六 ,其 中 方 为 天上 记 下 定 浆 的 泛 国 ; 

fole) 人 和 Y>, EEL, 
显然 , 户 是 瑟 上 线性 连续 泛 国 . 并 且 由 Riesz 定理 , 了 是 互 色 下 * 上 
的 映照 , 其 中 天 "表示 玉 寺 线性 连续 泛 困 全 体 所 成 的 Banach 空 间 ， 
又 IT 引 二 1 天， 容易 看 出 , 对 任何 x,yEX 及 任何 数 &%, 月 ,成立 
了 (az 一 月 门 一 GTz 十 573 (2) 
事实 上, 对 竺 和 何 z 二 是 , 有 
Tur Py) 2) = C2, Cr Py = Ez, 2) BR, 9Y 
=—aTr(zs}+BTy(2) = (UTr-- BTy) (2), 

所 以 (2) 式 成 立 ， 称 满足 (2) 式 的 映 正 了 是 复 共 罗 线 性 映照 ， 所 以 
峡 照 Ty 三 fy 是 开 到 羡 * 上 保持 郊 数 不 变 的 复 共 辑 线 性 映照 ， 称 为 
复 共 忽 同 移 映照 ， 若 存在 Hilbert 空间 互 到 将 上 的 复 划 斩 辐 构 映 
、 照 ， 则 称 互 与 叉 是 复 共 蚀 同 构 ， 工 不 加 以 区 别 视 为 局 一 ， 写 成 习 
二 旬 ,因此 ,当下 是 Hilbert 空 间 时 , 瑟 -- 习 *, 即 工 是 自 共 斩 的 . 

设 卫 是 % 稚 内 积 空 间 ,@1,…',e; 为 读 中 研 范 直 变 系 , 4 为 卫 到 
互 中 线性 算 子 ， 由 第 七 章 81 例 5 知 44 与 # 阶 矩阵 (a;;) 相对 应 ， 
其 中 a1j 一 《<Aey, ery 31 2 2 全 (站 表示 息 阵 (ai) 的 东 
蜀 转 置 和 矩阵 , 即 851 二 a 证 一 1 2 pm, 记 08,7) 所 对 应 算 子 为 
4*, 则 


«<A*ej, ei) 一 二 一品 一 《4ei， Bj» = «ei, 过 上 ii 


* 2XA7F， 


或 
Aes, ei)= Cer drei。 


因此 ,对 下 中 任何 向 量 z 二 Jz,e; 及 y= 了 Jy.ei, 有 


CAz,#)= > TP AS;, ei >) Ti ATesY CE, Ay), 


下 面 我 们 把 有 限 维 空间 中 共 罚 和 续 置 矩阵 的 概念 推广 到 一 般 内 
积 空间 中 去 . 

定理 2 设 革 和 了 是 两 个 Hilbert 室 间 ，4E 及 ( 二 -> 了 )， 那 人 么 
存在 玲 一 的 4 全 学 (FT 一 开 ) ,使 对 任何 zE 王 及 3ET, 成 立 

CAx, Y= Cr, A*YY, (3) 

并 且 14*i== 上 41, 

证 明 对 任何 #SY, 令 

f(t) = Ar YY, TET, 

由 于 4 铬 玩 (TY)， 易 知 户 是 二 上 线性 花哨 ,并 且 由 Schwarz 不 
等 式 ,成 立 

[fea) l= |<dzr, DI eArl. yl 4Al. lal: ly!, zeEX, 
即 fEX*, 并 有 [fy 所 141: 1yh, 由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 ?全 
芯 , 使 对 任何 xz 去 ,成立 | 

CAz, y= f(x) (4, 2), 

并 且 和 =z1, 令 4*y-z, 则 (Az,9》=<2z,A*yY》， 下 证 A*EBCF 
一 总 ), 事实 上 , 对 任何 8, 3S 了 及 数 8,, 因 为 当 XE 下 时 ,成 并 

Ar, GZ Ba —=alAr, yAR, 2> 

=ar, A*gy Ex, Aray = goAd*y | PA*zY, 

疡 以 A* (ag 二 Bz) 一 xd*y-| 有 42 用 A* 是 线性 算 子 ， 叉 由 4* 定 
义 , 对 任何 yeY, 有 4+y1=1 上 F711AIy1, 因此 , 4*E 芒 (7 一 三)， 
且 14*| 夺 141， 田 一 方面 ,在 (3) 中 , 令 8 二 47x, 则 有 
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和 4z 和 位 一 < A* Az> Ertl 1 434z 有 se kaAcl, 
因此 当 4zs 拓 0 时 , 成立 
jaz| 委 14 人 (4) 
当 4z=0 时 , (和 ) 式 自然 成 立 , 因而 |4| 志 14*l, 这 就 证 明了 141= 
14*h， 尺 阁 男 有 算 子 BE 多 (7 了 一 蕊 ), 使 对 任何 EX, gEY 成 立 
Ar, 8 >》 = Cx, BY», 

Mx, (CB—ADP 0, 人 Sz= BA)y, WB A)y|=0, Bh By 
二 4*y, 因 此 ,B= A4*, 证 毕 . 

定义 1 设 4 是 Hilbert 空间 天 到 Hilbert 空间 了 中 的 线性 
有 界 算 子 , 则 称 定理 2 中 的 算 子 4* 为 4 的 Hilbert 革 轿 算 子 ， 或 
简称 为 区 纯 算 子 . 

基于 共 罗 算 子 有 以 下 基本 性 质 : 

1? 《4 十 吾 )* 一 4* 十 再 5 

2° (oA)* -ads 

3° {A*)*= Ad; 

4 14*44= 上 44*1=[4], 由 此 可 知 4*+4=0 等 价 于 4=0, 

5” 当 五 =F 了 时, (4B)*==B*A+, 

我 们 只 证 4", 其 余 留 给 读者 自行 证 明 , 事实 上 , 由 Schwarz 不 
等 式 ， 

[Azl*=¢< Adz, dz 一 《2 A* A 4 MraA*aANlzl:, 


所 以 14z1<<1A*Al3Iz1, 因此 141<<14*4, 又 因 14*41<<149| 
141==141 上 ,所 以 14*4| 二 141*， 在 上 面 证 明 过 程 中 ， 和 
并 由 3 ,4*)* 一 4, 得 到 | A44*|= 上 1A*)*A* 有 二 | 上 4*[2=|4l, 
就 证 明了 4 ”成立 。 

§ 5。 自 伴 算 子 ,、 西 算 子 和 正常 算 子 


在 念 阵 理论 中 ， 我 们 已 经 研究 过 Hermitian 阵 ， 西 阵 和 正常 
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阵 , 下 画 我 们 要 在 Hilbert 空间 中 建立 起 相应 的 自 伴 算 子 , 酝 算 子 
和 正常 算 子 的 概念 , 并 讨论 这 些 算 子 的 一 些 基本 性 质 . 

定义 1 设 于 为 Hilbert 空间 到 邓 中 的 线性 有 界 算 子 , 壤 T 
=T*, 则 称 了 为 他 上 的 自 伴 算 子 ; 车 TT* 一 T*T， 则 称 多 为 了 上 正 
常 算 子 ; 若 了 是 入 玫 和 上 的 一 对 一 映照, 县 7* = !， 则 称 人 为 
上 的 百 算 子 . 

当下 是 自 伴 算 子 时 , 由 T* 的 定义 , 对 一 切 z, YE 了 X, 威 立 


Tr, > = 2, Ty. (1) 
显然 自 伴 算 子 必 为 正常 算 于 ， 叉 出 西 算 子 定 交 ,成立 
T*T =PP*=7, (2) 


其 中 工 为 环 上 全 等 算 子 ; 友之， 车 (2) 式 成 立 ， 则 于 为 卫 上 西 算 
子 ， 由 (2) 式 , 知 西 算 子 必 为 正常 算 子 正常 算 子 不 一 定 是 酉 算 子 
或 自 伴 算 子 , 例 了 = 2i7, 则 了 *== 一 227 所 以 TT* 一 了 二 47, 即 TT 
是 正常 算 子 , 但 显然 工 不 是 自 伴 算 子 和 西 算 子 . 

为 了 讨论 这 些 算 子 的 一 些 基本 性 质 , 首先 证 明 下 面 的 引 理 ， 

引 理 1 设 匀 为 复 内 积 空间 世上 线性 有 界 算 子 , 那么 了 =0 的 
充 要 条件 为 对 一 切 xzEX, 成立 
| Tx, ¥>=0. (3) 

证 明 若 了 =0， 有 显然 有 %Tzz> 一 和 区 之 ,如果 (3) 式 对 一 切 
XE 了 成 并 ,对 尾 何 x,9EX 及 数 w% 令 ?一 az+y 由 条 件 得 

. 0= Tv, 0) = |a|: Tx, y+ TY, gL aT WHATy, wy 


=aCTs, yg) 二 区 入 区》 (4) 
令 &=, 则 名 = 一 i 此 时 由 (4) 式 . 
TE, 9 TY, 2)=0, (5) 
又 车 令 = 二 刚 出 (4) 式 可 符 
《IT，8 -TY YY》 一 0， (C6) 


将 (5) 式 与 (6) 式 相 加 ,得 到 47z, 六 一 0, 由 于 2z,8 是 支 中 的 任意 向 
= P2530 + 


量 , 所 以 于 =0, 证 毕 . 
定理 1 设 了 为 揽 Hilbert 空间 上 线性 有 界 算 子 ， 则 外 为 
自 伴 算 子 的 充 要 条 件 为 对 一 切 xEX, 《Tz,4) 是 实数 . 
证 明 车 全 为 重 伴 算 子 , 则 对 所 有 2S, 有 
TX, TY x, Try = TY, 2)y, 
因此 《Tx,%》 是 实数 ; 反之 ,如 果 对 所 有 xE 和 , 《Tx, 2》 皆 为 实数 ， 则 
CPx, TY TE 和》 一 《 TY 一 《中 + 了 x4), 


所 以 CT 一 T 了 4)z,x2=09， 由 引 理 1, 了 T=7*, 即 全 自 健 ,证 毕 ， 

下 面 讨论 自 伴 算 子 的 运算 ， 四 定义 立即 可 知 , 芳 7 和 Ti; 是 
瑟 上 两 个 自 伴 算 子 , 则 TT, 一 Tz,T, 一 TT 仍 为 玉 上 自 伴 算 子 ， 关于 
乘法 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 2 设 ? 和 9? 是 Hilbert 空间 X 上 两 个 自 伴 算 子 ， 则 
TT 自 伴 的 充 要 条 件 为 人 一 了 

证 明 ”由 共 斩 算 子 性 质 ，{2 -27* = as is 一 人 2 所 以 
于 2 直 伴 的 充 要 条 件 为 和 ,一 2 证 毕 . 

定理 3 设 {7,} 是 Hilbert 空间 世上 一 列 自 伴 算 子 ， 并且 
limz 一 人 那 末了 了 仍 为 上 自 伴 算 子 . 


证 明 。 因 17。 一定 ->0， 由 于 17。 一 生生 二 |。 一下。 所 以 
lim To* 2P*， 但 7 自 伴 , 故 imgzur= 和 ， 因 此 由 极限 的 唯一 性 ， 
成 立 T* 一 JP， 证 毕 . 

上 面 这 些 定理 对 进一步 研究 自 伴 算 子 ， 特 别 是 研究 自 伴 算 子 
谱 理 论 是 很 有 用 的 。 下面 讨论 西 算 子 的 一 些 基本 性 质 . 

定理 4 设 U 及 WV 是 Hilbert 空间 X 上 两 个 西 算 子 ,部 末 

(1) 可 是 保 范 算 子 , 即 对 任何 xEX, 成 立 Uz0 一 |zl; 

(2) 当 X00, U1 =1; 

(3) U7! 是 西 算 子 ; 
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《4) UV 是 西 算 子 ; 

《5) 车 Vi,4==1,2,… 是 了 上 一 列 酉 算 子 ， 且 UV 收 化 于 有 界 
算 子 4, 则 4 也 为 酉 算 子 ， 

证 明 《1), 由 西 算 子 定义 , jUsl*==<Uz,，Ux》=《x, UU*Uz> 二 
《2 2 一 上 人 

(2) 得 01) 立即 可 得 . 

(3) 因 可 为 一 一 到 上 ; 故 六 ?也 一 一 到 上 , 并 且 由 于 (UD* 
一 0M*=V0 一 (V7D 7 所 以 UV"! 仍 为 西 算 子 ， 

(4) 因 避 及 FF 为 炸 算 子 , 故 为 一 一 到 上 映照 ,所 以 UT 仍 为 
一 一 到 上 映照 ， 且 (V0:T)* =V*.0*=V 40 二 (UV) !， 所 以 
UT 了 仍 为 丁 算 和子. 

(5) 国 Us=>4, 记 iD 一 4 二 HU 一 A41->0, 盈 D+*>A*， 
因此 A*4=lLimUw*U, 二 了 , 同 理 可 证 44* 一 J， 故 4 为 西 算 子 ,证 
同 Fo 

定理 4 中 (1) 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 , 即 保 范 算 子 不 一 定 为 酉 算 
子 。 

例 1 设 对 = 如 了 为 天 中 如 下 定义 的 算 子 , 对 任何 (二 下， 
6 EL, 令 : 

T{é1, Sa Ea "1" ) = (0, E, Ea 0). 
显然 了 是 熙 到 让 中 的 线性 算 子 , 并且 


JTE,, £0, E47)) = DE = | (C8, 0, és od)’, 
+=1 


毛 以 了 是 保 范 算 子 ， 但 全 的 象 为 闫 中 第 一 个 华 标 为 0 的 向量 全 
体 ， 砚 了 不 映照 到 上 , 因此 不 为 西 算 子 , 称 T 为 1 上 单 向 移 位 算 
子 . 

定理 5 设 了 为 复 Hilbert 空间 X 上 线性 有 界 算 子 , 那么 全 
是 丁 算 子 的 充 要 索 件 为 了 是 映 申 到 上 的 保 范 算 子 . 
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证 明 ”由 定理 4 的 (1), 只 要 证 充分 性 即 可 , 设 T 了 为 到 X 上 
的 保 范 算 子 , 所 以 了 是 一 对 一 的 , 并 且 对 任何 *E 开 ,有 
<T*TY, x = Tx Tay = Fr, 2), 

所 以 CCT*T 一 了)zx, zx》 二 0, 由 引 理 工 ,249 一 7， 又 因 生 是 映照 到 总 
上 的 , 故 允 -: 在 对 窗 间 瑟 上 有 定义 , 由 于 有 4 和 一 大 所 以 T*TT-1= 
中- 即 me* 一 下 -5 这 就 证 明了 字 为 西 算 子 , 证 毕 . 

下 而 介绍 正常 算 子 的 … 些 基本 性 质 ， 设 卫 是 揽 Hilbert 空间 
了 上 的 有 界 算 子 , 令 


四 上 TT 
4 3 Poi 


容易 证 明 4 和 B 是 自 华 算 子 , 并 且 有 人 =4+i8， 称 4 和 BB 分别 
为 算 子 字 的 实 部 和 碟 部 ， 并 称 人 =4 十 18 为 算 子 下 的 省 卡尔 分 
解 . 
定理 6 设 了 是 复 Hilbert 空间 六 上 线性 有 界 算 子 ，4 十 iB 
为 了 的 笛 卡 尔 分 解 , 则 7 为 正常 算 子 的 充 要 条件 为 4B 一 B4. 
证 明 因 有 了 一 (4 Fi 一 dr 一? 一生 一 1 
所 以 


TT*= (At iB)CA—iB)=A:+ B'—iAB+iBA, 
T*T—=(A~iB)(AiIB) = A:+ B:—iBAT+iAB, 
因此 ，T*T= TTP* 的 充 要 条 件 为 B4 一 4B= 一 B4+4B, 即 B4= 
才 互 , 证 毕 ， 
定理 7 设 卫 为 复 Hilbert 空间 开 上 线性 有 界 算 子 , 则 了 为 
正常 算 子 的 充 要 条 件 为 对 任何 *E ,成 立 |T*z| 一 |7z|， 
证 明 必要 性 , 若 开 * 了 一 了 < 则 对 企 何 zE 玛 ,成立 
IT*zl? = Tg, Trry = CTT*, z= CTT x = Tx, Tx) 
=] Tz’, FIT*z] 一 | 他 
亮 分 性 ， 若 对 任何 zxE 成 立 |T*zi =[Tzx|, 则 
。 253 。 


TIT 一 了 和 和 一 《于 于 和 和 和 一 《下 下 了 £> 
=17zl 一 [rzj=0， 
由 引 理 1,T*T=77*, 即 人 是 了 上 正常 算 子 ,证 毕 , 


第 八 章 习 题 


1 设 {7s} 是 内 积 空间 四 中 点 询 , 若 zs 上 -xz (two0)， 且 对 一 其 六 下 
有 《ze 0), 证明 各 一 > 光 { 和 一) 
2 设 六， 也 2， ee 用 是 一 到 内 积 空 问 ， 仿 


X—{{sn} | znER,, Del <oo}, 


人 = 二 


当 {x,》, 人 ET 时 ， 规定 alxn}t Plyn} = {art Byr, 其 中 bE 8 是 数 ， 
《fa {gn}? = Den, Yn}, 


n=1 
证 明 哇 是 内 积 空间 ， 叉 当 节 , 都 是 Hilpert 空间 上 时， 证 明 世 也是 Hitbert 空 
间 ， 
3 设 蕊 是 * 维 续 性 宝 间 , 1e:, es, …en}+ 是 三 的 一 组 基 , 证 明 《x, 她 碟 为 蔚 
上 肉 积 的 充 要 条 件 是 存在 nxm 正定 方 阵 4= {qs,), 使 得 


Se 3 8 二 So. T, 


t v=1 v= 


4. 令 上 下 示 如 下 铺 数 I( 人 ) 全 体 : zx(4)ELT0, 2x]， 并 且 字 ntas 十 B34) 


了 = 


之 co, 其 中 4 和 5 是 z(4) 的 富 果 时 系 数 . 令 


lla=vV 林 | 午 + 二 让 


证 明 瑟 是 Hilbert 空间 . 

5， 提 于 是 实 内 积 空间 , 若 |z 十 痢 ? =]z|L 十 计 上 . 则 x_L#, 当 王 是 提 内 积 
空间 时 , 这 个 结论 是 次 仍然 成 立 ? 

6.， 证 明 内 积 空 向 下 中 两 不 向 景 z，3 本 直 的 充 要 条 件 是 : 对 一 切 数 a. 
成 立 上 az 十 经 串 关 | 二 |， 

7， 设 习 是 Hilbert 空间 , 于 委 疏 ， 并 县 寻 关 和 证 明 ( 胡 4 上 是 下 中 包含 
“254 ， 


虹 的 最 小 亲子 空间 ， 

8、 设 {es(o) 是 Ca,Bj; 中 的 谣 范 直 交 系 , 说 明 fen(zjer( 和 是 工 ([e 的 
Xxra, bg) 中 的 就 范 直 交 系 , 车 {ea (2)} 完 全 , 则 {en tz)em( 扩 7 此 是 完全 的 . 

9， 设 eu ez …e@n 沟 内 积 空间 下 由 就 范 直 交 夭 .证 明天 到 spanfet es *， 
ea 的 投影 算 子 P 为 


Pr= Dr ev ev， rEX 
=1 


10， 设 总 为 可 分 Hilbert 空 间 , 证 明天 中 桩 何 就 范 直 交 系 曹安 为 可 列 集 ， 

11， 设 于 是 内 积 空间 ，X* 是 它 的 洪 锯 空间 , 了 表示 防 上 线性 泛 函 .4) 
一 <x, #8》, 车 站 到 种 * 驳 映照 ，z-xf, 是 一 一 到 上 的 上 时 照 , 则 下 是 Hiabert 空 
各. 

12， 设 证 和 了 为 Hilbert 空间 , 4 是 下 到 了 中 的 线性 有 界 算 子 , .14 和 
多 (和 4) 分别 表示 算 子 4 的 零 空 间 和 植 域 , 证 明 

一 A 一统 (D+ 
吕 CA)=w (A MR(AYD =# (A)+. 

13.， 设 了 是 Hilbert 空间 关中 有 界线 性 算 子 ， 订 六 1， 证 本 {1z| Tz 一 z} 
一 fr 到 kz 一 2 

t4， 设 豆 是 Hilbert 空间 , 型 是 吾 的 痕 子 空间 , = 如, 证 明 

min{lls— zoll rEMY —max{ | <<, > | EL | =1}. 

18， 设 互 是 复 Hilbert 空间 , 于 为 吾 的 闲 子 空间 ， 则 型 为 豆 上 某 个 非 零 
线性 连续 泛 函 的 零 空 间 的 充 要 条 件 是 寻 + 是 …- 维 子 空间 . | 

16. 设置 是 香 Hilbert 空间 , 并 是 也 上 线性 有 和 界 算 子 , 证 明 4 一 一 4* 的 
充 要 条 件 是 对 一 切 xEX, Re<Ax, 0 一 由 

17. 设 了 是 复 了 Hilbert 空间 . 了 是 累 上 自 伴 算 子 , 又 对 任何 2E 玉 ,<Jz, 2>》 
之 eX%, 他, 其 中 go>0, 证明 六 按 内 积 (zx, 护 , 一 《Jx， 办 成 为 Hilbert 空间 ， 记 
为 下 zs, 证 明 蕊 * 中 线性 有 界 算 子 4 为 下 :中 自 伴 算 子 的 充 要 委 件 为 7 了 4=- 4*7， 
这 里 4 为 4 在 瑟 中 共 辆 算 子 ， 

18， 设 了 了 为 Hilbert 空间 并 上 正常 算 子 ,下 一 4 十 8 为 了 的 笛 卡尔 分 解 ， 
证 明 ” 

(1) 皮 星 二 上 4 十 B 站 , 

C2) 有 一 村 

19. 证 网 当 4 是 内 积 空 间 芯 上 自 伴 算 子 了 时 ，4=0 的 充 要 条件 为 对 所 有 

» 255。 


ze 成 于 AY, 0. 

20。 设 如 是 Hilbert 空间 Lt[0,2x1 中 如 下 定义 的 算 子 : ] 

DFC) ertf 01), FELLO, 2m]， 

证 明 襄 是 酉 算 子 ， 

21。 慢 4 是 复 Hilbert 空间 了 和 惠 羡 中 的 保 范 算 子 , 证 砚 此 有 Hiibert 宅 
间 信 , 祁 必 六 ,使 得 4 能 延 拓 成 了 到 站 上 的 西 筑 子 . 

22， 设 名 是 平面 上 开 - 可 测 集 ， 邻 上:( 介 ) 小 示 旨 土 甘 于 平面 Lebesgue 
测度 平方 可 积 国 数 全 体 , 对 每 个 耻 (2) EL*(8), 定 交 


(TH a) 一 5 3 二。 
证 明生 是 正常 算 子 。 
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第 九 章 ” 巴 拿 圭 空 间 中 的 基本 定理 


本 章 将 介绍 Banach 空间 中 的 册 个 基 名 常理: Hahn-Banach 
诊 明 延 所 定理 , -一 臻 有 界 性 定理 , 逆 算 子 定理 和 闭 图 象 定理 ， 这 些 
定理 充分 显 冰 了 证 于 分 析 的 威力 及 共 广 泛 应 用 . 


$1， 泛 范 延 拓 定 理 


本 节 所 讨论 的 问题 羡 ， 任 何 非 零 赋 范 空间 上 是 否 用 提 零 线性 
迷 续 花 苹 ? 如 果 有 ， 是 否 有 中 更 多 ? 这 些 问 题 与 下 面 的 浴 阔 延 拓 
问题 有 关 ， 即 在 一 个 子 空间 ( 那 怕 是 有 限 维 子 空间 ) 上 织 性 连续 省 
函 是 矢 可 以 延 打 成 为 丈 个 空间 上 的 线性 连续 沁 函 而 保持 范 数 不 
变 ? 这 些 都 是 泛 函 分 析 中 前 最 基本 问题 , 

我 们 把 问题 提 得 更 具体 一 些 , 谈 开 是 组 竹 赋 范 空 间 , 如 是 互 的 
子 空间 , 了 是 上 线性 连续 泛 函 , 令 ! 月 二 sup 1f(z)1 则 | 月 s< 


Brli=1 


2, 于 是 当 zS2 竺 ,有 | 了 CX) 1 过 ! 用 站 ,现在 问 :是否 存在 整个 宝 
问世 上 的 线性 连续 泛 畴 了， 使 当 zE2 时 ， 有 了 (zx) 二 f(zx)， 并 有 1 
1 着 z= 上 fz， 芭 对 任何 xE 至 ,成 六 | 了 tz) | 所 上 | zlz4? 
为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 令 ix) 二 1 月 zz|, 加 p(x) 基 在 整个 
世上 有 定 六 的 泛 阔 ,并 且 满 中 
1” p(tor) || BC) YET 为数; 
PLT Ep) TTPOY), X,YET, 
称 三 上 满 是 条 件 1 和 2 的 汉 阔 为 次 线性 泛 芳 ， 这 样 ,前面 所 提 
问题 可 以 化 成 下 面 吏 一 般 的 癌 题 ， 设 了 是 线性 空间 了 的 子 空间 
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允 上 上 定义 的 线性 省 函 ，z(z) 是 了 上 次 线性 泛 函 ， 满足 |(x) | 之 
BEz)，25Z， 问 是 否 存在 了 上 定义 的 线 狂 泛 函 了， 使 在 四 成立 
jx) 一 了 (x), 六 且 满 足 |j (zx) | 所 pC2), xSEXY 
定理 1(Hahn-Banach 泛 函 延 拓 定理 ) 设 筷 是 实 线 性 空间 ， 

2(z) 是 瑟 上 次 线性 泛 范 . 若 了 是 专 的 子 空 间 和 上 的 实 线性 泛 函 ， 
且 被 p(x) 控制 , 即 满 足 

f(x) SPLE), FEZ, 
则 寄 在 记 上 的 实 线 性 泛 函 了 ,使 当 zxE2 时 , 有 (lz) 一 f(x}， 并 且 
在 整个 空间 了 上 仍 被 p(2) 控 制 ， 

fC2) P(E), xzE 

证 明 我们 一 纹 一 维 地 逐步 延 打 ,不 妨 设 3 为 的 真子 空间 ， 

否则 结论 是 平凡 的 ， 因 允 关 下 ,存在 xzo< 苹 ,全 woEZ。 记 了 为 由 多 
和 xo 所 张 成 的 线性 子 空间 , 则 了 中 任何 元 素 8 ， 可 以 被 唯一 地 表 
示 成 为 9 一 ?十 x0: 其 中 XE2Z, 上 是 实数 ， 事 实 上 , 昔 又 有 8 一 2 十 
#0; ZE 为 实数 ,出 有 一 2 二 (一 tro, 但 x2 一 X12 Xo 和 0， 
和 且 zoEZ， 所 以 必 须 二 一 上 一 0 因而 本 =#4,z1 二 Xo， 我 们 首先 把 名 
上 的 汉 廿 了 延 拓 到 了 上， 如 果 线 性 泛 硬 yg 是 了 在 YY 上 上 的 延 拓 , 则 
对 工 中 任 沧 向 景 # 一 和 上 在 xzEY, 4 为 实数 ,有 

yy) 一 丰 人 十 二 (0 
其 中 帮 z) 是 已 知 前 ( 国 xE2), 3 给 定 后 ; t 也 唯一 确定 了 ， 因 此 要 
确定 9 在 9 的 伪 , 内 要 确定 与 x 和 都 元 关 的 实数 值 9(xo)， 使 对 
任何 yEY, 都 有 5909) 志 ?()， 即 只 要 寻找 实数 ce ， 使 不 算式 (2) 
+ te 和 plz 十 #0) 对 一 雪 xsZ 种 一 切实 教 二 成 谋 , 为 此 , 只 要 寻找 
实数 5 ,使 对 一 基 zE 互 和 和 一切 1>0, 不 等 式 


ce< 引 e+ tro) — f(z) =) 一 人 


和 对 一 切 ?GE 工 ,E<0, 不等式 
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eT [pet tro) —f(2)]= -7( 和 -z+ 村主 ) 
同时 成 立即 可 , 也 就 是 说 c 必须 同时 满足 下 列 两 个 不 等 式 ， 
cpB(z zo) — fr’ ), x' ED, 
opr x) fr ), "ED 
显 铸 村 使 满足 上 述 两 不 竺 式 的 实数 c 存在 , 须 上 且 只 须 不 等 式 
一 PKz ro f(r" EP 0) — f(z'), 
即 不 繁 式 
fr YF fr ) p(s 20) |p{r' -i x0) 
对 一 切 x',x"EZ 成 立 ， 但 由 于 加 为 次 线性 污 孙 ,而 了 又 在 Z 上 被 
也 控制 , 所 以 对 任何 ,2 "EZ 成 江 
fr Tf fr tr p(s tr) Ep — ro) 
plr' + xo), 
所 以 慨 寻 找 的 ¢ 确实 在 在 , 事实 上 只 要 取 c 油 足 
Supl— pe x0) fe ec inf [pe taro) — f(x )] 
即 可 ， 这样 一 米 , 我 们 证 明了 的 确 存 在 了 上 的 线性 泛 耳 9, 使 g 是 
的 延 扩 , 且 仍 然 保 持 着 9(2) 所 pp(Y), XEY. . 
下 面 证 明 存 在 全 空间 上 定义 的 实 线性 花 孙 六 使 了 是 了 的 延 
折 , 并 且 对 一 切 zxE 互 ,成立 并 zs<BCr). 
设 安 是 满足 下 面 三 个 茶 件 的 实 线性 泛 函 9g 全 体 ; 
1”g 的 定义 域 纪 (g) 是 发 的 线性 子 空间 . 
2”g 是 了 的 延 拓 , 即 纪 (9) 必 2 里 当 XEZ 时 ,成 立 
8(z) =F (7). 
3” 在 纪 ({9) 上 9 被 ?控制 ,如 对 一 切 xEB(g), 有 9 (3) 寺 p(z). 
在 移 中 规定 顺序 如 下 : 若 9g, 4s 家 ， 而 9 是 9; 的 延 拓 ( 即 妇 
《91) 汪 名 (g2), 并且 当 YE 纺 (g2) 轩 ;91(7) 一 ge(2)), 就 规定 9g; 过 1， 
容易 证 明 , 实 按 这 样 规定 的 顺序 成 为 半 序 集 , 
:25 


归 为 汶 中 的 一 个 全 序 集 , 售 儿 (下 ) = N29), 定 艾 绍 (8 上 证 

吸 天 各 下 对 任何 zE 允 (有 则 必 有 9 名， 使 ZEB( 拉 ， 规 定 下 2 
= g(r). 

首先 庆 样 定义 的 有 意 交 , 印 著 x 姜 搞 [ 仿 )， 并 及 有 #1, 82E 邹 ， 
AE 
事实 上 , 由 于 他 是 全 序 集 ，gl 和 和 9g: 有 顺序 美 系 ， 不 妨 设 9; 二 
9 则 密 (9) 忆 入 (go), 让 上 且 当 闫 -更 (9 上 时, 有 六 (的 三 估 ( 的 ,由 于 
ZEDGD MN Clg), PE 9 (72) = g(x). 

其 次 玉 是 线性 泛 国 , 事实 下 基 ,JE 代 (各, 必 有 名: 如 5 名， 使 
得 zE 肝 (9 ,8E 朗 (9g:)， 由 于 如 是 全 序 集 ,不 妨 设 后 <9 则 #E 急 
《ga)C2(91 于 是 对 任何 数 w ,由 于 ax+ PyE(g1)， 所 以 

har By)=g (or BI =a ar) TY) = hr) + Bh), 

即 训 是 线性 泛 孙 最 后 如 是 于 的 延 丘 ， 并 已 在 必 (&) 上 被 了 控制 . 
事实 上 , 册 实 钠 定 义 , 易 知 放 (如 二 3, 并且 对 任何 ?EZ， 必 有 hx) 
二 f(z), 凤 下 臣下 前 延 拓 ,又 对 任 休 zE 多 (Ch)， 必 有 gE 多， 后 rE 
名 (9), 并 且 (zx) ==9(2), 但 由 于 在 作 (9) 上 成 六 gz) 才 Pp(4), 所 以 
A 一) 全 P(X), 好 下 在 纪 () 上 被 了 (2) 控 制 ,由 臣 的 作法 ， 易 
知 站 是 名 的 上 界 ， 由 Zorn 引 理 , 信 有 极 大 元 , 设 为 了 

下 证 爹 7(P) =X, 苦 , 儿 ( 门 夺 苹 , 取 zoE roE 多 (六 令 了 为 由 
统 ( 让 与 #6 所 张 成 的 线性 子 空间 ; 则 由 前 面 证 明 , 必 有 了 上 线性 泛 
国 9, 使 ?是 了 的 延 托 ,并 及 在 多 ( 们 = 了 上 被 9 控制, 由 于 并 们 ， 
所 以 了 是 了 的 延 拓 , 故 9 也 为 了 的 延 拓 ， 央 此 8E 丈 ， 显 然 于 一 y， 
并 且 f=-9, 这 与 了 是 裕 中 极 天 元 并 盾 , 因而 委 ( 太 = 工 , 所 以 于 即 为 
定理 所 要 求 的 证 国 ， 证 毕 . 

现在 让 我 们 把 上 述 关 于 实 线性 空间 和 实 线 性 泛 消 的 定理 推广 
到 复 的 情况 . 

定理 2 该 壮 是 卖 或 复 的 线性 空间 , p(2z) 是 蕊 上 次 线性 泛 沙 ， 
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jz) 是 定 久 在 工 的 子 空间 2 上 的 实 或 复 的 线性 泛 函 , 且 满 足 
js 生 PCz)?，xzEZ， 
则 存在 天 上 线性 泛 函 了 它 是 f 的 延 拓 , 县 满足 
I C8) | EPC), rET. 

证 明 , (1) 党 下 是 实 线性 弃 间 ,由 定理 1， 知 存在 实 线 性 兴 函 
了 (2), 它 是 上 的 延 拓 , 且 满 足 了 (7) 去 (2)，z6E 改 ， 又 由 于 对 任何 > 
EX 一 (7x), 因而 

[fz) | p(t), rEX, 

(2) 若 下 是 复线 性 空间 , 则 了 是 台 上 复线 性 记 范 ， 设 f(z) 一 
f(z) 十 ifo(x), 其 中 f(x) 和 应 (x) 分 别 为 了 f(z) 的 实 部 和 乾 部 . 另 
一 方面 , 由 于 复线 性 空间 也 可 以 看 作 实 线性 空间 ， 设 XY, 和 2, 分 
别家 示 实 线性 空间 了 和 2， 于 是 握 可 看 成 在 Z, 上 的 实 线性 泛 
国 ， 由 于 [| 扩 (x)| 所 1fF(x)| 坊 p(x),， xzEZ=%2,, 由 定理 1, 存在 XY, 上 
实 钱 性 诈 函 六 (zz), 使 (x) 是 了 (2) 的 延 拓 , 并 且 (2) 寺 P(2), TE 
XX,. 

我 们 现在 回 过 米 看 至 上 复线 性 泛 画 六 对 zE2 由 于 了 是 复 
线性 活力 , 所以 3 一 了 itzEE ,于 是 有 

外 (2 = Ef + fr fr) = fr) tit), 
比较 实 部 , 可 知 一 户 (z) = (iz), 我 们 不 妨 设 想 , 当 xzE 蕊 时 ， 仍 有 
一 力 (z 一 六 (全 成 立 , 其 中 记 (x) 和 天 Cx) 分别 为 所 求证 函 了 的 实 
部 和 上 戌 部 , 因而 有 理由 令 

F(z) = (7) — if (iz), 2EX. 
《注意 : 了 X; 和 下 的 元 素 相 同 , ixEX 一 久 ,, 故 六 (iz) 有 意义 )， 这 样 
定义 的 了 Cz) 是 f(x) 的 延 本 ， 事 实 上 , 当 zEZ 时 , iz€2， 所 以 
Fa) = Fr) i (igs) fr) ifi(ir) 
= (x) tif(x) = fr). 
现在 只 须 证 了 (x) 是 上 线性 泛 函 , 且 成 立 | 站 (2)| 志 p(x)，zE 
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于, 因 玉 可 加 ， 才 了 满足 可 加 性 是 最 然 的 。 现 只 须 证 了 对 乘 以 复 
数 g=a-i5, 满 足 了 (ax) 二 aj(z), 事实 上 ， 

Fitatib)r) = {ar ibr)— tf (iaz— ba) 

=af (x) ! bir) -- iafi(iry + ibf (zr) 
=—{g—i6) LT. (2) iFir)l= (a ib}f(x). 

下 面 证 | 了 C(x) | 护 p(x), xzE， 若 了 (x) 一 0， 则 结论 显然 成 立 ; 
车 zEX, 使 2D 和 0, 设 了 x)=e nl1f(z) ,于 是 |Fz) = 了 (re 
二 te #2) 一 了 (le "zr) 一 ij(ie ”x)， 但 因 |f(z) | 是 实数 ， 吉 
Ir) i= 所 (er*z), 由 于 也 满足 !:(2)| 过 p(x), xzEX， 酸 

lj) | = (Ce rx) ple "r) |e * |p(z) = pr), 证 毕 , 

定理 1 和 定理 2 中 事 尖 上 并 未 涉及 到 有 上 范 数 或 府 量 等 概 
念 ， 而 完全 是 线性 税 题 ， 下 面 我 们 把 Hahn-Banach 定理 用 于 线 
性 虚 范 空间 的 情 识 , 得 出 两 个 重要 的 定理 . 

. 定理 3 设 了 是 风范 空间 和 的 子 空间 和 上 的 线性 连 续 泾 函 ， 
则 必 有 存在 与 上 线性 连续 泛 函 六 它 是 让 的 保 范 延 拓 ， 即 当 rE 时 ， 
有 
了 (z) 一 fc， 并 且 i 下 一 1 月 。 

证 明 ”因为 在 下 上 有 jz 1 魏 1 用 zz 而 zz 一 首相 可 是 
瑟 上 次 线性 巷 国 , 由 定 到 2， 存在 站 它 是 了 在 全 空间 互 上 的 延 拓 ， 
并 且 满 中 | 了 Cx) | 所 P(r) 二 上 下 X,Y， 这 说 明了 是 五 上 线性 连 
续 泛 函 , 并 且 | 刑 x 委 | 判 z, 另 一 方面 , 下 的 单位 球 包 含 Z 的 单位 球 ， 
政 

[x=suplf (7 lsuplf (2) | = supIf C2] 一 [fa 

江 乞 玉 FE 省 工 记 罗 


所 以 | 下 = 和 朋 =z， 证 毕 ， 

定理 4 证 开 是 线性 幅 范 空间 ，xzoEX, zs0， 则 必 存 在 工 上 
的 线性 有 界 泛 函 f(x); 使 得 ;有 一 1， 并 且 fxo) … |xol, 
间 古称 证 刘 


证 明 ”我 们 考 虚 下 中 一 维 子 空间 下 二 {ayoj & 为 复数 }, 在 革 ， 
上 定义 泛 落 f(z) = 二 (azo) 一 呈 zof， 共 中 3 一 &xoS 讨 ， 它 显然 是 
线性 滩 孙 , 久 因 为 I 有 1(z)1=1g|] zd 中 二 12]， 故 是 全, 上 线性 达 
续 汉 也 ,并 且 [f,1x, 二 1, 由 定理 3, 存在 整个 空间 了 上 线性 连续 泛 
阔 f, 它 是 玉 的 延 拓 ,并 有 旦 [Fiz 二 Tf)x, 一 1 特别 取 x=%oE 芷 5 所 
以 fz0) 一 (x0) 二 上 xol， 证 毕 ， 

推论 1 设 甩 是 线性 赋 范 空间 , x 人 下， 若 对 苹 上 所 有 线性 连续 
泛 画 了, 均 有 x)==0, 则 必 有 x*=0. 

这 由 定理 4 , 运用 反 证 法 立即 可 得 . 


i 2. Cfea, 的 共 郝 空间 
前 面 我 们 已 经 过 论 过 一 些 空间 的 共 耗 空间， 如 (E) 一 er， 
= 其 中 二 + 一 4,p>1 这 一 节 我 们 要 找 出 [a,， 妇 上 连 


续 函 数 所 构成 的 空间 CCTa， 六 的 共 元 空间， 这 是 Riesz 的 著名 工 
作 , 它 也 可 以 看 作 是 Hahn-Banach 定理 的 一 个 重要 应 用 . 


设 9( 轨 是 区 间 fe, 妆 上 的 团 变 函数 ， Vo 为 g(t) 在 [a,5] 
上 的 全 变 营 , 由 第 五 章 $ 9 定理 2， 积 分 | ta9( 纪 存在 ， 其 中 
ECLa, 6], 读者 不 难 证 明成 立 
| .roeg(9| 二 max OLY WU YY 00. (1 
作 CTa.5] 上 泛 函 : 
FF)=| 7Dag(D， fecta,d], (2) 
由 第 五 章 89 定理 1 是 C[a,56] 上 线性 泛 函 ， 由 (1) 式 可 知 万 


t 
”是 CLa,5j 上 线性 连续 泛 孙 ,并 且 1 看 三 六 (9)， 我 们 自然 会 问 : 
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Cfa, 5] 上 任何 一 个 线性 连续 法 函 政 是否 都 可 以 对 应 一 个 团 变 函 
数 9, 使 得 (2) 成立 ? 回答 是 肯定 的 , 这 就 是 下 面 的 Riesz 定 理 . 
定理 1 (Riesz 表示 定理 ) CLa. 2 上 每 一 个 线 柱 连 续 泛 到 他 
都 可 以 表示 成 为 
FD={ foarte), fecta,b] (3) 


“人 


本 


其 中 9( 昌 是 [o 5] 上 营 变 胃 数 , 并 且 iF| 一 (9)， 


证 明 ”在 寻找 空间 区 的 共 固 空间 /的 表示 时 ， 我 们 总 是 先 找 
出 专 的 一 组 基 {es} 的 表示 ， 然 后 作 线 性 组 合 取 极限 以 达到 完全 的 
表示 .在 函数 空间 中 , 通常 用 区 间 fa 幻 的 特征 函数 作为 基 ， 由 它 
生成 阶梯 函 数 , 再 去 于 近 菜 些 漳 数 类 ， 对 连续 函数 空间 , 我 们 也 采 
到 同样 的 路 线 , 但 是 特征 明 数 一般 不 连续 , 因而 不 属于 Cre, 机 ， 故 
我 们 先 把 C[e， 的 上 泛 函 亚 保 范 地 延 拓 到 有 各 国 数 空 间 BLTa， 仿 
上 ,而 阶梯 函数 晶 于 BLa, 51, 然后 再 用 阶梯 函数 去 扣 近 连续 函数 ， 
最 后 找到 CTa, 寻 共 钨 空间 的 一 盘 表 示 ， 

我 们 知 首 在 Bra 和 Cr 在 中 都 用 范 数 了 加 一 sup |f(2D)1， 
故 CLa, 5 可 以 团 成 是 Be, 本 的 于 空间 ., 为 简 昔 起见, 我 们 只 考虑 
实 空间 C[a,8] 和 8[a, 杂 ， 由 Hatftn-Banach 定理 齐 五 可 以 保 范 
地 延 拓 成 为 BLa, 的 上 线性 连 线 泛 函 六， 使 得 当 feCLa, 妃 时 ， 有 
FOP=F), HIFI=IPI. 

考虑 [a, !] 上 特征 函数 7,, 当 sE[q, 幻 时 , %,(s)= 1, 对 其 余 
的 5 ,Yi(s) 一 0， 显然 X,EB[a,5]， 凡 必 在 ,上 的 值 构造 函数 
9(#) 如 下 : 9(4) 一 0, 9(5) 一 记 (%,), tS[e,5]， 下 面 证 明 g(t) 期 为 
所 求 的 圈 变 函数 ,事实 上 

(1) 9( 引 是 辕 变 函数 , 这 是 因为 对 插 意 分 划 

Tot tb 


“264» 


DoD 9 DP FE SFO) —PCX,.)) 


= eli) Dether, )—FCY,,.)) 


和 


=—P(ler Yt, — Sri,— KX,;.)) 
jt 


过 站] 1 十字 和 一 和 证 一 下 |， 
j=2 - 


其 中 e—=sipn PX, ); er- signL F(X) — FCX,,.,)}, j=1, 2 ny 


VO sup D7 19(t2) 9 ) 1 SI, 
生 了 = 上 


(2) 设 71 为 Cre 扫 中 过 续 函 煞 , 对 fa 拉 中 分 划 
有 :二 
作 阶 梯 函 数 
hI EAD DF LX Yost)]. 
显然 hEB[a, 妇 ， 注 意 到 9(t0)=94q) =0, 所 以 


BPO) fg Df ts Vg) gt; 1)] 
— Pt)Lg gt 0 
= 上 


当 分 划 越 来 越 细 时 , 上 式 右 端 趋向 于 | .1(4)89(2)， 另 一 方面, 由 


玉 扎 力 是 和 连续 国 数 , 故 (四 ) 在 [a,5] 上 一 狼 连 续 , 易 知 , 当 分 划 越 
米 越 细 时 ，% 在 La, 人 上 一 致 收 二 于 (2); 即 按 至 [e, 6] 中 范 数 有 
j 5 一 月 一 0, 由 证 的 连续 性 ,了 (Cha) 一 六 (ff)， 又 因为 在 CLa, 5 上 ， 
天 ( 用 = 五 ( 门 , 故 
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lf gil Tlzl, BP IT*gCo i el ghl Ts), 
所 以 
IT*gl ly) [Tf, 
故 T* 是 有 界 算 子 ， 和 县 1T 间 志 1T1H， 声 在 用 渗 国 延 拓 定理 来 证 1 人 
和 雪上 下, 事实 上 , 对 任何 z 生 天, 车 Tx 所 0, 则 共有 x 关 路 由 8 1 定理 
4, 对 这 个 Tz, 必 有 95 了 ', 满足 外 :=1 并且 g(72x)=1Tzxj, 于 是 
irTz|=9Tr)= (7T*g) (zx) |T*ghHzl 
EE 
而 当 Tx 一 0 时 ,上 而 不 等 式 自然 成 立 , 获 对 一 切 +EX, 都 有 
Tz|< IT*Ihzl. 
这 就 证 明了 i 六 17*|, 因 而 IT1=47*1。 十 毕 . 
例 设 Ts 是 从 有 限 维 空 间 吾 到 召 中 的 线 福 算 子 .选取 吾 中 
的 基 ey es, …, en 则 对 每 个 zEB, x 可 表示 成 为 (51, E50,"…,&,), 设 


与 答 阵 (9;;) 对 
此 =] 


庶 ， 证 户 , 户 ,， …， 访 为 中 满足 ftej) =6j: 的 汉 函 ,不 难 验 证 让， 
后 ;了 也 是 了 中 的 茜 ( 事 实 上 ,如 ' 仿 为 n 维 欧 氏 空 间 ), 对 任意 的 
gE8, 设 

=a ft ft ts 
网 | 


f= 于 me) 
k=1 
(8) =9(T Er) = Du = >， Doon és 
= 1 b=l 
交换 两 个 和 式 的 次 序 , 我 们 有 
(Tar) = 之 PE 
=1 
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其 中 Bi = DAsd,, BTYDN C= f(r) = g(T et) DB és 可 
了 一 太一 ) 


知 了 5 与 C4; 让 的 转 置 矩阵 对 应 
注 在 了 Hilbert 空间 中 .我们 曾经 苦 碟 过 有 的 Hiibert 共 颍 算 子 TT*， 它 
的 定 关 是 满足 <#, 六 二 :7 T*9>, 2， 直 < 吾 的 算 了 如果 以 如 表示 于 到 与 * 中 
如 下 的 灾 澳 ;AT = x0. XofE 革 ， 其 中 2, 为 及 * 由 由 让 (2) 二 《<x 207 所 定义 
的 弃 羡 . 则 由 Riesz 皮 东 定理 知 几 是 - -等 中 里 同 , 着 下 南开 
Atamt Byo) Ct) = x, Gro Py) = aer. rot Bx, go> 

=0Ax: (x) + Ayo (a) 

= (54z + FAyo) (7), 
币 4 是 走 辆 线性 算 子 , 不 蕉 看 出 , 此 时 成立 

T+— AT* 4-1, | 

由 于 了 * 是 绕 性 变 席 ，4 和 4 小 同 为 共 辐 线性 变换 ， 导 这 T* 协 是 线性 变 痪 ， 
了 * 和 了 * 间 用 别 , 世 直 于 习 贷 上 的 原 周 , 大 们 往往 不 写 工 ", 径直 写 T*, 读者 
袜 备 识 自 动 加 以 区 别 就 是 了 ， 


§ 4 网 定理 和 一 致 有 界 性 定理 


这 一 节 特 始 出 Banach 和 Steinhaus 在 1927 生 给 出 的 一 至 
有 界 性 震 理 , 它 是 Banach 守 间 理论 的 基石 之 一 , 许 许 多 多 上 古典 的 
分 析 问题 ,经 过 抽象 以 后 , 都 可 以 归结 为 这 一 原理 ， 因 而 充分 显示 
了 泛 畏 分 析 的 重要 作用 ， 在 证 盟 一 致 有 界 原 理 之 前 ， 需 要 准备 一 
个 有 力 的 工具 一 一 纲 定 理 . 

定义 1 设 寻 是 度量 空间 8B 中 的 子 集 ， 如 果 收 不 在 玉 的 任何 半 
径 不 为 零 的 六 球 中 秽 密 , 则 称 形 是 王 中 的 击 处 条 密集 或 朴 妆 集 . 

读者 不 难 证 明 ， 在 朴 朗 集 的 定义 中 可 稳 天球 为 闭 球 ， 又 可 知 
形 为 到 中 栈 斋 集 的 充 要 条 件 为 枯 不 包含 内 点 ， 事 宾 上 ， 若 彤 为 朴 
庚 集 , 而 开 含 有 内 点 zo 则 击 内 点 定 区 , 存在 开 球 B(xo, 8)，e 汪 0, 
使 召 (zo ej 亡 亚 , 即 于 在 Btzo 6) 中 稠密 , 这 与 如 为 路 遍 集 矛盾 ; 反 
2 


之 , 若 租 不 含有 内 点 ; 而 型 刷 是 三 中 朴 项 集 , 则 由 政 朗 集 定义 , 必 有 
下 中 于 球 百 (zo 2),e 汪 0, 使 屈 二 BCzo, 2)， 这 说 朋 xzo 是 闻 的 由 点 ， 
与 慰 中 不 含 内 点 的 条 件 章 吓 . 

定义 2 设 革 是 讼 景 空间 ， 民 是 于 中 子 伟 ， 者 半 是 芋 中 有 限 或 
可 列 个 配 朗 集 的 并 集 , 则 称 开 必 第 一 纲 集 , 不 是 第 一 纲 的 集 称 为 第 
二 绷 集 . 

我 们 有 下 述 重 要 的 风 尔 (Baire) 定 理 . 

定理 1 (Baire 纲 定 玲 ) 若 半 是 非 空 和 的 完备 度量 空间 ; 则 艾 
是 第 二 纲 集 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 , 若 瑟 是 第 一 网 集 , 则 存在 有 跟 或 可 列 个 
琉 朗 集 4,, 使 下 = | 44, 我 们 不 妨 讨论 可 列 的 情形 , 即 下 = [| 

大 此 二 1 
的 情形 ， 因 4 是 于 中 芯 衣 集 , 则 由 前 述 , 4 不 含有 内 点 ， 因 而 4 
和 所 攻 , 故 C41 一 子 一 是 廿 中 非 空 开 集 , 因此 在 04 中 至 少 有 一 点 
了 i 及 2>0, 使 名 的 8 邻 域 BCP, EDCOAi, 取 i 一 太 ， 则 闵 球 
Si={r| x, ps CC 呈 (pi ecCCd， 

即 S, 与 4 不 交 ， 又 因 4 也 是 栈 朗 集 , 故 A 也 不 售 有 内 点 , 因此 


4 不 含有 开 球 Bfai,e 于是 Cd NBCOp, 61) 二 BC 81) 一 4 也 是 
区 中 非 空 开 集 ,因此 在 忆 4 人 门 B(p;,e1》 中 至 少 有 一 点 如 及 e 记 0， 


使 Bp, ey) CC 外 BCp4, ec)， 令 es 一些， 则 闲 球 


Sa= (lar, pa Ee} CB Ps, eCCAN BS, 21), 
即 5 与 4 不 亮 , 并 且 SCB(Bie CS 又 oa 一 至 禄 全- 二 ， 昭 
此 继续 下 去 , 我 们 得 到 一 列 闭 球 
Si = {| 人 (CT， PEer), 下 一 1, 2， ey 


使 得 Ss 与 A 不 奖 ， 诈 且 MA Ep Ef 2*, 这 样 ， 我 们 得 到 了 一 
® 2659.* 


个 闲 球 套 
SDS DD DD, 

;的 半 徐 8 所 #/2+, 下面 我 们 证 明 5 的 中 心 4p}%1 是 旦 中 基本 
点 列 ,事实 上 , 当 7> 记 时 , 怀 ;CC 850, 所 以 40py,94) 所 es 之 #12+, 因此 
将 站 是 够 大 时 ,对 任何 e>0, 只 要 入 下 便 有 {2,85) < 之 ee， 所 以 
{pr}! 是 筷 中 基本 点 列 ， 有 由 于 芷 完备 ,i 故 存 在 pS 使 ps 一 PC 一 
00), 显然 2 在 每 个 gu 中 , 但 由 于 3 和 如 无 公共 点 ,页 BE 4 下 = 
1, 2,…, 由 假设 五 = U4 所 以 gEX, 这 就 导数 矛盾 , 因 和 而 了 是 第 
二 网 集 ， 证 华 . 

这 一 定理 的 逆 是 不 正确 的 , 布尔 巴 基 {Bourpaki) 在 1955 年 兽 
誉 出 反例 ， 一 个 不 完备 的 度量 空间 仍 是 第 二 纲 集 . 

定理 2 (一 致 有 界 性 定理 或 共鸣 定理 ) 设 革 是 Banach 空 间 ， 
了 是 赋 范 空间 , 洛 ( 于 -> 了 ) 表 示 开 和 到 了 中 的 线性 有 界 算 子 全 体 , TE 
沼 ( 玉 > 了 ) ,4 二 1,2,…, 车 对 每 个 xE 瑟 tuz 肝 有 界 ， 即 1Zazl< 
Con 一 1,2,… 这 里 Ce 是 一 与 有 关 的 实数 ， 那 么 ，{ 了 .一致 有 
界 , 即 存在 与 > 无 关 的 实数 0, 使 得 对 一 切 自然 数 对 ;成立 

上 .is<C， 
证 明 ”对 任意 自然 数 下 ， 令 
Ai= {rT n=1,2,."}, 

则 4. 是 闭 集 , 事实 上 , 闭 有 zx: 一 zziE4， 则 对 任何 自然 数 吕 ， 有 
人 2 下 2) 但 和 生生 天 故 和 is 所 以 zEd4， 即 4 是 闭 集 。 
由 假设 , 对 任何 zE 王 ,存在 实数 C- 使 jsCoa 一 1 2,…, 取 是 


够 天 的 万, 使 Co 则 xzSA4s 所 尼 和 = [A4， 由 于 XX 是 Banach 
EE=1 


空间 ， 由 Baire 岗 定 理 ， 可知 必 有 其 一 和， 人 恒 二 ,= 由 包含 无 中 
某 个 半径 不 为 零 的 开 球 , 设 为 B(x0,7), 7 之 0, 于 是 对 任何 xEB (zo， 
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ry), 必 有 [Tx1 所 0, n= 1 2 现在 要 估计 ,b= BR {Tz 


只 须 估计 {1T,x[} 当 x 属于 单位 球 时 的 上 界 ， 我 们 世 知 在 B(xo,*?) 
中 , {Tz 习 的 上 腊 是 和 和， 醒 单 位 球 缩 小 7 信和 即 成 以 原点 为 中 心 的 
球 Bt0,7), 青 平 移 向 显 z 就 是 B(x0, 7)， 政 村 任何 xEB00, 1), 则 
7? 十 XoEB(t0, 7)， 因 而 有 |,(rz 十 20)| 所 和 ， 于 是 ， 对 任意 的 #E 
如 (0, 1), 有 


] ] 
A 
< re + sol Ts) IS ho. 1 


上 式 对 一 切 自然 数 都 成 立 ， 取 C= 二 和 ， 峙 
二 一 SP [Ei Ea 其 一 T， 2 hi 证 毕 , 


作为 一 致 有 界 性 原理 的 特例 , 有 下 述 的 定理 ， 

定理 3 设 {f,} 是 Banach 空 间 芒 上 的 一 列 泛 函 , 如 果 {f,(2)} 
在 XX 的 每 点 x 处 有 界 , 那么 {f,} 一 致 有 界 . 

这 只 须 在 定理 2 中 用 实数 域 五 或 复数 域 C 代 赴 了 即 可 . 

定理 4 ”在 在 一 个 实 值 的 连续 函数 ， 它 的 富里 叶 级 数 在 给 定 
的 和 处 是 发 散 的 ，《〈 走 鸣 定 理 在 古典 分 析 上 的 一 个 车 名 应 用 ): 

证 明 ”我 们 不 妨 考 察 C[0, 2z]， ba=0 时 的 情况 ， 对 FEC[0， 


2r]， 总 可 以 有 富里 叶 级 数 名 二 37(ascosnt 十 bnsinnt), 其 中 
玉 =1 


2 2 
m= 二 | KDa, a, = 二 | HCt)cosnid, 


= 


Dn 
5 = 二 | fCE)sinnt 夏 
To 


这 一 级 数 当 1 二 0 时 , 简化 为 学 十 Ye, 它 的 部 分 和 
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eg 为 1 2 I 二 了 下 7 
%D-t = ft) 元 | FC cos 


二 1 
1 [2 2 
pi fH)LLIT2 Dl coskt]d. 


片 严 1 
不 难 计算 


I 
i 入 | 从 十 -一 性 
有 
=1 si 可 
记 之 为 5451。 因此 [0, 2r] 上 任何 连续 国 数 扰 身 ， 其 富里 时 级 数 
在 5 一 0 处 的 部 分 和 sx (用 等 于 如- ”f(2)g.(1) 由 ,我 们 要 证 明 ， 


总 可 以 找到 这 样 的 连续 函数 (2DE0T0, 2z] 使 


2 
志 |, f(D Wyo0 (n>00), 


即 疙 切 的 富里 时 级 数 在 二 =0 处 发 数 ， 
我 们 用 泛 阔 分 析 的 现 点 考 蹇 部 分 和 so 人 (万 , 当 Ww 给 定时 , 9 (8) 
也 给 定 了 , 最 然 s. (了 ) 是 2L0,2x] 上 的 线性 泛 函 ,而 且 由 于 


ls HOD oti) 1 


< FD fei 
SS nas, 忆 元 。 只 | 和 


# 人 EE 


sin( n+ 1 Ys 
1 sl 


因 18) = 1l12 DcosttECL0, 271, 
S11 一 一 Es=1 
2 
ta oC) ld 
收 二 14a tt} | Ro, 


因此 1s,C7 1 委 下 1 有 ,这 说 明 ss{ 及 是 CL0,2z] 上 线性 连续 泛 国 ， 
并 是 1ss[ 志 #4 下 面 我们 证 角 和 一 和 只 须 证 各 委 js 妈 可, 令 
" 272™ 


+ 1 g(t)>0, 
0) 0, gr.(t)=0, 
—], g(t)<0, 
外 nti) =signgs (i) 
于 是 | 人 | = y(t) gE), 
ys{ 1 在 [0, 2x] 上 不 连续 , 但 对 任意 <e 盖 0,， 总 可 以 作 一 个 连续 函数 
fn(t), 使 满足 


也 六 [ft — yt 9 a | < 
Tn 


(由 于 9,() 在 [0, 3] 上 还 续 , 这 是 不 难 散 到 的 ， 事 实 上 ， 只 要 在 
gn lt) 间断 处 用 折线 连接 ,使 f(t) 与 y(t) 完 分 接近 即 可 )， 这 样 
一 来 , 这 个 J() 满 足 . 
lf = max Hf(t)1=1, 但 
加 1 2 国 1 2w + 
lsat la), fC)9 t= 1 Gt) ~ 


2x. 


Dt gE 


= 


1 


> 下 Frnt tn t Yai -二 下 Cfat)— y(t gt a | 


TT 
2 
之 on | | dt--e EF, — es 


由 :的 任意 性 , 可知 |saf 字 ,总 之 |sn 1 二 各 . 
因 f 的 窗 果 叶 级 数 在 t=0 的 部 分 和 为 s,《f)， 所 以 了 的 富里 
时 级 数 在 二 0 收 丝 等 前 于 《sa( 方 和 3。 收 伍 。 我 们 要 证 明 的 定 还 
的 结论 是 , 不 可 能 CL0, 2x] 了 中 每 个 函数 的 富里 时 级 数 在 上 =0 都 收 
数 , 这 等 价 干 说 汉 藻 列 isa (应 }?-1 在 CL0,2r] 上 不 可 能 处 处 政 乱 。 
由 于 发 合 数 列 必 有 界 ， 所 以 只 要 证 明 {sn(f)) 不 可 能 在 每 点 fE 
CL0, 2x] 上 有 界 .共鸣 定理 告诉 我 们 , 车 泛 立 列 {sn(f)} 在 0[0, 2r] 
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上 点 点 有 界 , 必 导 致 一 臻 月 界 , 所 以 只 要 证 明 {satf)) 在 CL0, 2] 
上 不 一 致 有 界 ， 就 能 推出 (sw( 力 } 不 虚 点 有 界 ， 因 而 不 点 点 收敛 
问题 就 将 证 完 ， 要 判断 {su( 亡 ) 在 0[0, 2x- 上 不 一 致 有 界 ， 只 要 
证 明 | sj 一 ,8 二 1,2,*… 无 界 基 可 ,因为 


ee 这 人 让 


-rx 


有 一 


{ER Ly | 
a ja, 


To 
1 下 下 (E+ IY)s Leinoly ~ 1 [和 2 ， jg 
-记忆 | >a hein 


-=n ) 
基 {£,} 无 界 , 这 就 证 明了 定理 , 还 毕 ，, 
定理 4 说 明 , 要 求 CL0, 2x] 中 所 有 过 续 殴 数 的 三 角 级 数 都 处 
处 明代 是 办 不 到 的 ， 这 一 事实 最 初 在 1876 年 由 Reymond 给 出 ， 
1910 年 ，Fejer 也 给 出 了 一 个 构造 性 的 反例 ， 这 里 的 证 明 不 是 构 
造 竹 的 , 是 一 个 纯粹 的 存在 定理 , 它 较 构造 性 的 方法 简单 ， 家 现 了 
谤 函 分 析 抽 象 颖 括 的 特点 ， 


85， 强 收效 . 弱 收 伍 和 一 致 收 笋 


定义 1 设 去 是 线性 贼 范 空间 , zsE 互 ,2=1, 2 …， 如 果 存 在 
xEX, 使 得 1zn 一 zj->0, 则 称 点 列 {zs)%-， 强 收 伍 于 =, 如果 对 任意 
的 JE" 都 有 Fzo)->F(z)， 则 称 点 列 {zo7-， 弱 收 黎 于 z 

显然 强 收敛 必定 弱 收 人 证 , 但 弱 收 就 不 一 定 强 改 就. 

例 1 设 开 -812 e， =(0,0 0, 0 1,0,…), 2=1,2,., Wle,l 

并 不 
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二 1, 故 {ew} ?1 不 强 收 化 于 0 ,但 对 任 伍 
EH) = ,ye 之 co 


我 们 有 <es, 纺 二 7 下 0, 赦 ten}3-; 蝇 收 化 于 0. 

定 文 2 设 了 是 线性 赋 范 空间 ， 有 ' 是 于 的 共 斩 空 间 ， 证 国 列 
fn 二 1,2,*…), 如 果 存 在 /所 多 ', 使 得 

C1) 有一 并 ->0, 则 称 树 让 -1 强 收 钙 于. 

(2) 对 任意 ze， 都 有 | fC2) 一 Z| 一 0， 则 称 全 n}%-+ 能 * 
收 合 于 下 . 

《3) 若 对 任意 的 FECX')， 都 有 FCF > 了 )， 则 称 人 a}%=1 
器 收 敏 于 了 1 

一 般 来 说 ， 弱 * 收 哉 和 裔 收 委 不 一 臻 , 但 如 果 开 和 入 "二 CX 
之 间 能 够 建立 起 等 距 同 构 (例如 Hilbert 空间 就 是 如 此 )， 则 称 互 
是 自 反 的 ,在 自 反 空间 , 这 两 种 收 敏 就 是 等 价 的 了 . 

定义 3 设 互 各 工 此 两 个 线性 荆 范 空间 , 移 ( 瑟 -7 表示 世 到 
了 中 的 线性 有 界 算 了 于 侈 体 所 成 的 空间 ,ESE 入 (地 让 ,Rn 二 1 2 
车 存在 TE 如 ( 下 -> 了 ), 使 得 

《1) ;一 TH 一 0, 则 称 算 子 列 好 3- 一致 收效 于 卫 . 

(2) 对 任意 的 2zE 互 Tz 一 Tx->0， 则 称 全 让 ?1 强 忱 化 
于 了 . 

(3) 对 任意 ze 和 任意 的 EX ， 了 TT2) 一 fCT2)， 则 称 
地 sz- 区 收 误 于 卫 . 

显然 ， 由 算 子 的 一 至 收敛 可 导出 强 收 化 ， 强 收 钙 可 导出 弱 收 
伍 , 反 之 不 然 . 

例 2 设 天 = 了 一 [TT 为 吼 (了 了) 中 如 下 定义 的 算 子 : 

Tb1, es) = (0, 0 0, En Err2s *"), 
站 个 
* 275 


先王 (é1, 3 “EL, 入 一 1, 2， 
显然 ， 每 个 Ts 是 线性 算 子 ， 并 且 | | 和 1， 这 时 
17uz 一 0 了 1 和 >0， 


二 = 十 
即 人 《2-: 强 收 化 于 9 ,但 全 wn)}?-1 不 一 致 收 雍 于 0 ,事实 上 , 对 任 
意 的 自然 数 %, 令 
ensri= 0, 0 0, 1,0, .0), n= 1, 2, -., 
i 
则 fest 二 1 但 errs enru 虱 |2a| 关 1 因此 [和 = 工 不 收 总 于 
0, 即 {Tw 不 一 致 收 化 于 0 . 
例 3 令 半 = 了 = [x 一 (5&1 各 ,S77 定义 
Tz = (0, 0, ee, 0, Eis Ers 0), R= 1, 2 ee 
a 个 
这 是 平移 算 子 , T, 显然 是 线性 算 子 ,并且 jTwzj=|z1, 所 以 | 于 .1 = 
1。 对 任意 
# = 7 有一 《有 《了 ¥) = Erste 


所 以 由 Schwarz 不 千 式 可 得 
Re | ECT 18S jo.) 
六 一 1 


天 一 1 


一 jz SY 719 和 >0， 


=r+1 


即 {全}#-1 双 收 剑 士 0. 但 {nw} $1 不 强 及 语 , 这 只 要 取 xz 一 ei 二 (1 
0 则 当 # 寺 tw 时 ,就 有 
[Te 一 全 we 一 eri — em+1 上 = 2, 
页 好 es-i 不 收效 ， 
我 们 有 正面 的 定理 
定理 1 设 7,,7? 一 1,2，*…， 是 由 Banach 空间 盛 下 Banach | 
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二 | 


空间 了 中 的 有 界线 性 算 子 序列 , 则 {7T.}*., 强 收 敏 的 充 要 条 件 是 
《1) 如 2 有 界 . 
(2) 对 三 中 一 稠密 子 集 总 中 的 (Trir-: 收 煞 ， 
证 明 必 攀 性 , 若 {137- 强 收 敏 , 条 件 (2) 成 并 是 居然 的 ， 现 


”证 成 并 (1), 由 好 2 强 收 化 ,所 以 对 任何 天 ， 地 sz 收 做 ， 


配 训 了 Tx} 有 界 , 由 丰 晶 定理 知 引 了 sj 有 界 ， 
充分 性 , 诺 上 7 和 肥 弄 ,2 一 1 2 对 任何 YE 有 及 e 汪 0， 由 于 
DD 在 和 中 秽 窗 , 必 存 在 ED, 使 Iz 一 中 <3 和， 又 因 {T,2)>-; 收 化 ， 
赦 存 在 NW, 当 za 六 时, 对 任意 的 ?0, 有 
I A 
于 是 
[i A [人 pT 一 十 | 于 rs 一下。 
+ | Tis Tx 
[Tl lz 一 2 十 总 十 | | 
3 
即 好 :对 3- 是 了 中 Cauchy 点 列 ,由 了 的 完备 性 ， 知 {二 sx}%-1 收 
效 , 证 毕 、 
将 定理 1 用 干 泛 函 的 情形 ， 则 可 知 Banach 空间 下 上 任何 一 
列 泛 国 好 ?1 如果 器 * 收 第, 必定 有 界 ， 反 之 有 界 泛 孙 人 列 {4f1}3-1 
若 在 的 一 个 科 密 子 集 上 收 化 , 则 必 占 * 收 全 


LM. NM. 
YY 3 到 Ft 已 


§ 6， 逆 算 子 定理 
道 算 子 定理 又 称 开 上 映照 定理 , 是 泛 函 分 析 最 基本 的 定理 之 一 ， 
它 反 映 了 线性 有 蛋 算 子 极为 深刻 的 特征 . 
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定理 1( 逆 算 子 定理 ) 设 世 和 了 都 是 Banach 空间 , 如 昌 卫 是 
从 天 到 了 上 的 一 对 一 线性 有 界 算 子 ， 则 了 的 逆 算 子 了 也 是 线性 
有 界 算 子 . 

为 了 证 明 本 定理 , 首先 给 出 一 个 引 理 ， 

引 理 1 设 了 是 Banach 空间 到 Banach 空间 了 上 的 线性 
有 界 算 子 , 则 祷 中 开 单 位 球 

Bo BC0,1)= {rllizl <1) 

的 和 像 了 Bo 包含 一 个 以 零点 为 心 的 球 . 

证 明 ”我 们 分 以 下 邢 步 证 明 ， 

(a) B,=B(0, 末了 ) 的 像 的 闭 包 万 机 含有 一 个 开 球 B*. 

(8)》 BB, B(0,2-") 的 像 的 闭 包 TB, 含 有 以 0EF 为 中 心 的 球 . 

(Ce) TB, 包 含 以 0SF 为 中 心 的 球 . 

Ca) 的 证 明 , 先 引入 两 个 记号 , 设 4 守 忆 ,0 是 数 ,ooE 瑟 , 则 售 

A= {orlrEA}, 
A+wm={riwlrEA}, 


考 虞 B81 二 B(0, 当 ), 对 任何 zxEX, 总 有 正 整数 及 使 EtB, 这 只 机 


取 有 3 村 贡 可 ， 于 是 入 = 【] #81,， 由 很 设 ，T 是 映照 区 到 了 .上 


= 1 
的 , 改 
Y=TX=T() £8)= LRTRB. 
tx=1 上 上 =] 


因 了 完备 , 由 岗 定理 知 , 必 存 在 某 个 io, 使 轴 TB, 含 有 一 开 球 ， 这 意 
味 着 TBi 也 含有 一 开 球 , 设 为 (yo, 8) 记 为 B*， 这 就 证 明了 B* 忆 
TB,. 

C5》 的 证 明 ,因为 B*. B(yoe)jC TB， 则 BC(0，e) 二 了 * 一 
y;C 忆 字 BBi 一 gp， 我 们 的 目的 是 要 证 明 BC0,e)CTBo, 但 由 于 
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五 (0， 6) 一 = 五 + yn TTB — yo, 
玖 内 须 证 ZBi 一 己 人 了 Bo 就 行 了 ， 设 yEFB, 一 gp， 于 是 名 十 拍 
TB ,由 (4) ,yoEB*CTB,, 因而 存在 
UaETB, R=1, 2 各 >y0 二 y 2ETH, R= 1, 2 


DHoy 
即 存在 WB R= 1,2, 人 
及 znE Bl, n= 1, 2, “Ta Oo Vy 
使 Tip > 十 纺 下 zso 然而 
和 os 一 zlwo1+ lal < 二 十 二 =1， 


[i 但 
Tw ~ 2n) = Tw — Ty y= YY, 
这 说 明 yE3Bo, 但 y 是 了 TB: 一 加 中 任意 取 的 点 , 这 就 证 明了 
芋 一 后 亿 了 卫 ，， 
由 前 所 述 , 这 已 证 明了 B(0, e)C TB, 由 于 


] =——— 
TB, = pi 故 B(0,3 起 )cTB;， 


这 就 证 明了 (5B). 
tc) 的 还 明 , 令 
V, =B(0,2 过 ja=l2,， 2， 


我 们 证 明 一 B(0, 竺 )CT7Bo, 若 YEV ,我 们 设法 找 出 zBo, 使 me 


= 如 由 (5) 可 知 访 CT 也 ,对 上 述 的 。>0, 总 存在 wmEB,， 使 入 一 
Te] 了 ,好 y 一 Tm1EVs, 但 Vo TB 又 存在 zaEBs 使 得 


|g —T2, — 一 | BR 多 一 下 2 一 玉生 Ps 


23 
如 此 继续 寺 作 下 去 ， 必 有 点 到 ly yy Ty ry 其 中 wn 满足 


7 * 


nm . a 加 i 
a » 


已 知 zB 即 ; jzl< 直 由 的 完 各 性 可 知 级 数 也。 收 化 ， 记 x 


mm 


= 可 x, 则 有 lzl< < 让 =1 1, 所 以 zE Bo 因 当 n>0o 时 ,P775> 
无 二 此 一 1 


k=l 


纺 六 一 方面 ， 又 有 TFT 故 # = Tz, 引 理 证 毕 . 


下 一 上 


逆 算 子 定理 的 证 明 ”借助 引 理 1 ， 我 们 证 明 色 将 开 集 映照 成 
开 集 ， 设 4 是 中 开 集 , 任 取 gyET4, 则 存在 zxE4, 使 Tz 一 y， 由 于 
4 是 开 集 ， 改 存在 z 的 e 邻 式 B(z,r)C4， 于 是 4 一 * 包含 0 的 
邻 域 B(00，r)， 令 = 二， 则 h4 一 4) 包 含 单位 球 ， 由 引 理工, 知 
TL4(4 一 xz)] =h[TA 一 Tx] 含有 0 点 的 开 球 ， 当 然 TA 一 Tz 也 含 
有 0 虑 的 某 开 球 ， 即 了 4 含有 以 Tx 为 中 心 的 开 球 ， 这 就 证 明了 
T4 是 开 集 ， 下 将 开 集 映照 成 开 集 ,又 下 是 一 一 到 上 的 ， 那 么 了 -1 
存在 , 并 且 由 第 六 章 8 3 定理 2 知 T-' 是 连续 的 ， 即 了-! 是 线性 
有 界 算 子 , 证 毕 ， 

定义 ” 设 和 和 了 是 两 个 度量 空间 , 上 是 碟 到 了 中 的 映 了 巾 ， 若 # 
将 互 中 的 开 集 映照 成 了 中 的 开 集 , 则 称 了 是 开 映照 

由 逆 算 子 定理 的 证 蛆 过 程 可 以 看 出 , 营 祥 和 了 是 两 个 Banach 
空间 , T 是 也 到 了 上 的 映照 , 则 和 是 并 映照 ， 这 个 结论 称 为 开 映 照 
定理 

逆 算 子 定理 说 明 ， 一 个 到 了 .上 的 线性 有 界 算 子 ， 只 要 具备 
“到 上 ”和 “一 对 一 ”这 两 个 不 涉及 范 数 的 一 般 映 照 性 质 《当然 了 的 
有 界 性 涉及 范 数 ) 就 能 导出 逆 算 子 连 续 性 这 一 涉及 范 数 和 极限 的 
拓扑 性 质 ， 因 此 ,今后 在 验证 TT-! 是 否 存 在 和 连续 时 , 只 须 看 是 否 
一 对 一 和 到 上 就 行 了 ， 
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$ 了 ， 闭 图 象 定理 

定义 、 设 X 和 了 是 两 个 赋 范 空间 , 人 是 工 的 子 空间 (7) 到 了 

中 的 线性 算 子 , 称 x 了 中 的 集合 
G(T) = {2 9) |2ED(T), y=T4) 

为 算 子 了 的 图 象 ， 在 XY 中， 定义 有 Kx,1= 1z1+ 区 1， 易 知 
X x 了 按 1(z,#)1 成 为 线性 赋 范 空间 , 如 果 G(7) 是 下 x 了 中 的 闭 集 ， 
则 称 多 是 闭 筹 子 ， 

例 1 设 大 = 了 一 C[0,1], 了 = 全 则 也 是 线性 算 子 , 多 (7) 为 


CL0, 1 中 一 阶 韦 续 可 微 国 煞 全 体 , 记 为 0'[0, 1], 前 已 说 过 了 是 无 
界 算 子 , 但 了 是 闭 算 子 , 它 的 图 象 是 

GD 一 人 2 wzCEDOECILO IJ)。 
事实 上 ,和 蔡 有 

(rat) TAFEGLT)Y, n=1,2,,， 

(za ED Za tt), HEDNERXxY, 
因 和 Ce gct2) 1 =eca d+ yi, Cet), yt) EXTxY, 
易 知 {znfi 分 5- 一致 收 误 于 区区， 人 zeft 人 -也 一 到 收效 于 拭 丰 )， 
由 数学 分 析 知 道 式 矶 可 微 , 并且 z(t) 一 y(t)， 即 (x(f)，#(t DE 


G(T), 这 就 证 明了 GCT) 是 卫 xY 中 闲 集 , 因而 ?= 羽 是 闭 算 子 . 


下 面 导 证明 闭 图 象 定理 , 它 的 意思 是 说 ,一 个 闲 算 子 ， 如 果 是 
无 界 的 ， 那 么 它 的 定义 域 一 定 不 能 是 闭 集 ， 这 个 定理 的 另 一 种 说 
法 是 , 阁 一 个 闭 算 子 荆 的 定义 域 是 闭 集 , 那么 了 是 有 界 算 子 . 

定理 ( 闭 图 象 定理 ) 设 革 和 了 是 Banach 空间 ,了 是 乡 (T)C 
也 到 了 上 闭 线性 算 子 .如 果 纪 (了 T 了 ) 是 闭 的 , 则 了 是 有 界 算 子 ， 

证 明 读者 不 难 证 明 两 个 Banach 空间 与 了 的 柔 积 空间 
五 X 了 了 按 范 数 
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Nr, 8) =1 2] + 1 
仍 是 Banach 空间 ， 由 假设 疯 (7) 是 六 中 闲 集 ，G《T) 是 下 x 了 让 
闭 集 , 克 既 (2 ) 也 是 完备 的 度量 空间 , 并 且 由 于 名 (7) 是 线性 子 空 
闻 , 是 线性 算 子 , 易 知 9CT) 硅 于 x 了 中 的 线性 子 空间 , 肿 8CT) 
也 是 一 Banach 空间 .， 我 们 作 算 了 守 P: G(T) 二 儿 (7)， 

Px, ¥) =x, KX, ECCT), 
显然 己 是 线性 算 子 , 且 因 
Pplz, g) = el 二 站 村 二 gO, 

好 忆 是 有 界 算 子 ， 叉 若 (x, TT2) 半 (gy,T), 必 有 2 半 y, 访 

Plzr, Tx) PCy, Ty), 
因而 卫 是 一 对 一 的 , 了 显然 是 到 多 (T) 上 的 映照 由 逆 算 子 定理 , P-! 
有 界 , 即 


P-rich Pllah, 
而 Tz lz] + T= To) = P71al, 所 以 Tl hp- hz 
这 说 明了 是 有 界 算 子 . 十 毕 . 
闲 图 象 定理 告诉 我 们 , Banach 空间 X 上 的 无 界 闭 算 子 ， 基 定 
文 域 硅 多 只 能 在 天 中 稠密 , 而 决 不 可 能 是 整个 不， 上面 例子 中 , 微 
分 算 子 的 定义 域 只 能 是 C[0, 11 中 入 密 子 集 C:[0，1]， 而 不 能 是 
CLO, 1]. 


第 九 童 习 
1 ， 设 瑟 是 线性 感 范 空间 ，zi， xa, ， zi 是 下 中 上 个 线性 无 关 疝 量 ,， i， 
Ga an 是 一 组 数 ,证 明 在 和 上 存在 线性 韦 续 证 函 了 人 浅 足 
(1) 于 (全 =dn y=1, 2 % 
(2) 用 [所 牟 的 充 要 条 件 为 : 对 任何 数 二 ,14,7 


让 [9 
[Ea | su De, | 
verl 3mL 


都 成 立 ， 
， 283 。 


2.、 庶 瑟 是 线 作 赋 范 空 间 ,， 吕 基 元 的 线性 子 空 间 ,zaE， 其 册 t0 2 这 0， 
广 明 存在 巷 革 .满足 条 件 ; 

1” 当 zt 时, (x) 二 0; 

2° fiw 一 到 [ro 2); 
3° fll=1. 
证 是 无 限 准 线性 赋 范 宰 问 的 共 侦 空间 也 旦 无 限 维 的 。 
设 玉 是 线性 贼 范 罕 间 , 若 玛 "可 分 .出 互 也 可 分。 
证 明 疡 空 疝 不 是 自 反 空间 , 即 () 天 站 
证 明 Banach 空间 蔷 白 友 的 充 颖 条 伯 是 四 自 反 . 
。 设 了 是 定 关 站 Cg, 5] 上 的 线 体 证 前， 而 且 对 Cia, $81 申 一 切 满足 
pg 的 阔 数 ?有 (ED) 实 0, 证 明了 是 CTa bj 上 线性 连续 泛 冰 ,并 证 明 奉 
在 -98, 人 上 音调 增加 国 数 90. 全 


f(D = (artt). 
8， 设 wo ah a "是 一 列 数 ,证 明 存 在 [a, 本 上 癌变 国 数 9(t), 使 
上 zagGpD 一 my,a 一 0,12,… 成 立 的 充 要 条 件 为 对 一 切 多 项 式 


p(t)= PD_e,t’, 
z= 中 


站 


成 立 着 
| > om | < max p01)|, 
pn 咏 + 咕 


其 中 型 为 当 数 ， 

9， 设 了 为 到 (2 之 1]) 中 单 疝 移 位 算 了 ,期 著 了 一 全)E 册 
了 一 一 人 

t0， 证 明度 量 空间 志 中 子 集 于 是 酸 朗 集 的 充 要 条 人 性 为 歼 的 闭 包 的 全 党 
2 有 在 对 中 再 密 . 

11， 举 例 说 明 一 致 有 界 性 定 竹中 空间 半 完 睾 的 条 件 古 能 去 掉 。 

312， 还 明 在 完备 度 基 空间 互 中 存 立 闭 球 套 定 埋 , 即 若 

SH,.={z |d(r, 和 <， 和 一 1,3,…， 


且 呈 38 er 证 0 (vy-x00), 则 存在 瞧 一 的 zf 站 8,, 反之 , 若 
r=1 


在 度量 空间 六 中 存 人 立 闭 球 讲 定理 , 则 下 是 完备 度量 空间 。 
.23+ 


13. 设 = Ta Ta 是 一列 复 数 ， 若 邓 任何 
TT {8, 和， 的 上 EO, 
级 数 仿 ,7 都 收 襄 , 证明: gE 站, 共 中 Cs 的 定义 显 第 七 章 题 10 
1=1 
14， 设 了 了 (和) 是 [qa, 51 上 上 Lebesgue 可 测 函 数 , 7 了 主 1, 者 对 -一切 9EDr[a, 在 ]， 


者 有 f(gCDemLa, ,Wy feLefo. bl, 其 中 二 十 去 =1 


15. 证 明 [exis 中 aHa 引 理 : 设 天 是 Banach 空间 , BC 允 是 世上 沦 国 ,满足 
条 件 : 

工 ”PC 0: 

2° eB0 了 ,Pp{ar) = op (er); 

3 per za) PR) + pr), 

4” 当 zEK, zz 时 ，1lim pt26) 守 p(tZ)}， 证 明 必 有 并 >>0， 使 对 一 切 


XEX, 成 立 pt2) 过 休 zj]. 
16、 庶 且 咯 (下 -> 了) ， 共 中 瑟 蚌 Banach 空间 , 了 是 线性 典范 空间 , 若 对 
每 个 5 已 ， 人 zj 和 -都 收 伍 , 令 95 一 imysz, 证 明 包 是 X 到 了 中 线性 有 界 算 


子 , 并且? 所 lim|T, ll. 


17.， 设 买 是 可 分 Banach 空间 , 凡是 互 ' 中 有 和 界 集 , 征明 并 中 每 个 点 列 禽 
有 一 个 弹 * 收 盘子 列 . 

38。 证 明 空 间 如 [ea, 所 中 点 列 {fyys-: 吏 收 化 于 xo 的 充 要 条 件 是 存在 常 
数 醒 ,使 得 zs|< 开 ,一 1，2，…， 并 且 对 任何 葡 [ea 51， 成 立 Yim zs 《i) 一 
wo Cty. 

19. 投 互 是 线性 赋 范 空间 , 形 为 下 的 闭 子 空间 , 首开 中 点 到 {xa}%*s1， 当 
% 斑 09 时 弄 收 关 b 于 xo, 那么 必 有 2.5 和 M. 

20， 证明 1? (p> 让 中 点 列 二 合计 ， 人 二 1,2，+， 模 收 襄 于 
xz 一 二 ,cf 的 充 要 条 件 为 suplly <co, 且 对 餐 个 Lim&i" 一 


21， 变 下 是 线性 空间 ,sl 和 中 zll; 是 荆 上 两 个 范 数 ， 若 下 按 上 zj 及 ||zii。 
都 完备 , 并 且 由 点 列 位 X=1 按 jx 收 王 于 所 必 有 按 |zjl; 也 收 误 于 0, 证 朋 在 
在 正 数 g 和 5,; 便 
allzll, Sxl :blll . 
22， 设 个 是 Banach 空间 蔚 到 线性 赋 范 空 他 五 中 的 线性 算 子 , 令 
+ 人 站 学 二 


Me = {slTzllsnlzly, R=1, 2 

证 明 总 有 信 ,。 存 人 中 多 窖 ， 

23， 用 人 亲 图 象 定理 证 明 逆 算 于 定理 

24. 设 4 及 百 是 定义 在 Hilbert 空间 XX 上 的 两 个 线性 算 子 , 福 足 

CA gD =r, Byy, 

其 中 zg 为 了 中 任意 向 量 ,证明 4 是 有 界 算 子 . 

25， 设 全 为 定 文 在 复 Hilbert 空间 瑟 上 上 的 线性 有 界 算 子 ， 若 存在 常数 
css>0, 使 Crz.z>32aokz， 只， 则 称 呈 为 正定 的 , 证 明正 定 算 子 必 有 有 界 逆 算 
子 TP 2 并且 


ii ] 
下 咱 安 一 
下 "< 十 
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第 十 章 ”线性 算 子 的 谱 


谱 论 是 溪 联 分 析 的 重要 分 支 之 一 ， 从 《线性 代数 > 课程 中 可 
知 : 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 由 它 的 特征 值 和 最 小 多 项 式 完全 确 
定 . 将 这 一 结论 推广 到 有 界线 性 算 子 的 情况 ,研究 它 的 结构 , 就 是 
算 子 的 庶 理 论 ， 特 征 值 的 概念 将 相应 地 扩展 为 “ 讲 ”". 由 于 特征 值 
和 道人 算 子 有 密切 关系 ， 谱 论 也 大 量 涉 及 道 算 了 的 问题 。 将 算 子 求 
逆 应 用 到 微分 算 子 和 积分 算 子 上 ， 推 动 了 微分 方程 和 积分 方程 的 
发 展 ， 


$1. 谱 的 概念 
,考察 # 个 未 知 数 的 线性 方程 组 : 
duT1 二 本 人 Fn 1; 
ta1T 1 |- ame Fr | Hn = Ya (1) 
fat ned nn 
它 对 应 系数 矩阵 = 记 邮 : (Cx, Tay Tn), 一 (yy 部 zw) 
则 上 述 方 程 表示 % 维 空间 BE” 上 的 线性 算 子 4. 4z=3 对 复数 力 
堵 存在 * 拓 0， 使 Az= Ax， 则 称 44 是 4 的 特征 值 ， 它 意味 着 (4 一 
47)x 一 0 有 和 非 零 解 ， 邮 算 子 C4-… 林 ) 不 存在 逆 算 和子， 因此 ,我 们 为 
了 秀清 算 子 4 的 特征 值 ， 必 须 考 罕 算 子 (4--47) 是 否 有 逆 算 子 的 
问题 . 
现在 我 们 转向 计 论 无 限 维 的 情形 , 
定 多 1 设 开 是 赋 范 空间 ，ZE 肝 ( 屋 -> 王 )， 车 下- 存在 且 是 
和 


定义 在 整个 瑟 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 称 卫 是 工 上 的 正则 算 子 . 
基于 正则 算 子 有 以 下 的 简单 性 质 : 

1” 冯 是 正则 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 有 界 算 子 BE 绍 ( 世 -> 部)， 
使 得 

BT==TB=J， 了 是 恒 等 算 子 . 

只 须 证 充分 性 、 事 实 上 , 若 Tz=0, 则 Zz=BTz 一 0， 故 TT 是 一 
对 一 的 ， 对 任何 ye, 因 Tx=TBy 一 y, ( 令 By 一 x)， 套 了 的 值 域 
充满 瑟 , 即 外 存在 定义 在 整个 了 上 的 T-!:T"!==B， 这 就 证 明了 人 
的 正则 人 性， 

2” 若 4. 瑟 是 正则 算 学 , 则 也 = 4B 也 是 正则 算 子 , 且 (48)-! 
=B-14-!， 这 只 要 验证 定义 立即 可 得 ， 

定义 2 ” 设 TE 妈 (XX> 久 ), 4 是 一 复数 ， 若 (T 一 41) 正 则 ,我 
们 称 4 是 算 子 的 正则 点 , 下 的 正则 点 全 体 称 为 下 的 正 由 集 ,或 效 
解 集 , 记 为 p(Y)， 不 是 正则 点 的 复数 称 为 了 的 谱 点 ， 其 金 体 构 成 
也 的 谱 , 记 为 oc(T)， ) 

定义 3( 谱 的 分 类 ) 设 MEc(2)， 即 了 -37 不 存在 有 界 逆 算 
子 , 可 分 三 种 情况 : 

(1) 如 果 了 一 宁 不 是 一 对 一 , 此 时 存在 xE 久 ，z 半 0, 使 (中 一 
47)z~0， 即 Tz 二 Az， 这 时 称 4 是 算 于 工 的 特征 值 , 2 称 为 相应 
二 特征 值 4 的 特征 向 量 ，T 的 特征 值 金 体 称 为 了 的 点 谱 ， 记 为 
oAT), 

(2) (7T 一 广 ) 是 一 对 一 的 ,但 值 域 不 完满 全 空间 . 

(3) (z 一 入) 是 时 到 关上 的 一 对 一 算 子 , 但 (了 一 47) -1 不 是 有 
界 的 . 

(2),(3) 两 类 谱 点 合 称 为 的 连续 谤 , 记 为 we (T). 

由 逆 算 子 定理 可 知 , 当 忆 是 Banach 空间 时 , (3) 不 会 出 现 , 这 
时 olT) 只 有 (1)、(2) 两 类 . 
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下 面 举 一 些 例 子 . 

例 1 设 人 是 有 限 维 空间 8" 上 线性 算 子 , 则 oT = oT). 

因为 8" 是 Banach 空间 , (3) 不 会 发 生 ， 现 在 只 须 证 ， 如 果 4 
不 是 特征 值 ,T 了 一 47 的 值 域 一 定 充满 到， 即 (2) 也 不 会 发 生 ， 设 #1， 
2 是 站 的 基 , 可 以 证 本 

(TADF, (了 一 47)zo (一 Jr。 

也 是 线性 无 关 的 . 

事实 上 , 若 存 在 % 个 复数 刻 , 4,…, 扩 1, 使 


DoT—ADr,=0, 
f=1 


即 
(一 17) (Be 六 


由 于 (7 一 47) 是 一 对 一 的 ， 即 知 > air,=0。 这 就 证 明了 {(T 一 


4 站)z;} 是 线 姓 无 其 的 ， 所 以 
spant(T— AT) gs., (了 一 47)2a = BE", 
即 了 一 好 是 映照 “到 上 > 的 . 
例 2 《〈 单 向 移 位 算 子 ) 设 瑟 = 局 其 中 元 素 z 为 
光一 《本 En 1 ), 
线性 算 子 态 定 义 为 
Sz= BH{é,, Ea, rs, §%, oe) 
= (0, £1, €2, +, Er 0), 
我 们 称 坊 为 单 向 移 和 位 算 子 ， 这 时 可 证 oq,.(8)== 2 
先 看 4=0 的 情形 、 和 这 时 由 Sx 一 (0,&, 2,,…,&,， = 二 0, 立 
即 可 知 吉 = 二 一 和 二 一 0 着 和 0 从 (8 一 A1)z 二 0 及 
(HS—AT) CE E00, Es, 1) 
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一 (0 二 本 EM 
一 (一 4 一 4 一 人 5 E 一 4 
EI i=éa On 二 "二 0, 
即 z 一 0, 这 就 证 明了 o,(5)= 名 . 
不 难看 出 : 算 子 驴 的 值 域 不 会 充满 已 , 因为 8z 的 第 一 个 华 标 
都 是 0, 故 0Eoo(3)， 
例 3 设 避 是 如 中 只 有 有 限 个 坐标 不 为 0 的 数列 爹 体 . 线 
性 算 子 了 定义 如 下 : 
而 42= C1 Ty) ES Tr= (1, 学， za) ， 显 


然 了 :存在 , 且 
下地 一 《2 28 ,Rrn, :1 ), 
TT 的 定义 域 是 居 , 了 作为 关上 的 线性 算 子 是 无 握 的 ， 事 实 上 上 ， 
17 |=sup IT zr el 


一 TD, 0,-+, ,0,0, “了 | 二 咎 。 
其 中 es 一 10,0,…,0,.1,0,…)， 因此 0 是 了 的 第 三 类 谱 点 。 


Me 


% 一 1 个 
例 4 取 E=0O[a,b], 设 KE(s,1)= DD f(s)g.(t), Ef, fo, 
b= 
,fi 在 召 中 线性 无 关 ， 定 义 算 于 和 4 如 下 ; 
AX) (8) = | .Kts, 2 得 


求 4 皆 特征 值 应 满足 的 条 件 ， 
4x 一 A 二 0, 意味 著 


az)— Bf gt) as)=0. 2) 
一 1 "- : 


当 4=0 时 , 上 式 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 存在 21) 矢 0, 但 
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[gar CH —0, b=1,2,.,n. 


当 40 时 ,容易 看 出 (2) 江 的 任何 解 +(5) 必 可 表示 为 下 列 形 
式 


#0) = Dosf. Ce). 
将 它 代 人 (2) 式 , 即 得 
A f(s)= >a lf.). 
由 于 ,天 ,…, 所 是 线性 无 关 的 , 即 可 知 
da, =| gi . (3) 


这 说 明 , 4 是 第 子 和 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 存在 以 妃 送 0， 能 
汞 足 (3) 式 . 


§ 2. 有 界线 性 算 子 谱 的 基本 性质 


无 限 维 空间 上 线性 有 界 算 子 的 谱 已 不 再 限于 特征 值 ， 情 况 较 
有 限 维 情形 要 复杂 得 多 ， 但 是 还 是 有 一 些 基 本 性 质 可 以 得 出 ， 这 
一 节 涉 及 的 空间 于 均 指 Banach 空间 . 

定理 1 设 TE 窑 (XX>X), 人 < 则 15p(7T)， 这 时 {一 了 了 
有 定义 在 全 空间 上 的 有 界 逆 算 子 : 


SE DE 
二 一 站 


这 里 的 级 数 按 她 (> 了) 中 范 数 收 做 . 
证 因为 ]7?[ 志 [7[?， 故 17"1<<ITH*， 但 [Th<<1， 必 有 


阅 lzj<c， 记 以 立 1z"|<co， 故 到 7 一 致 收 做 于 某 有 界 算 


Ed 


子 态 ( 按 弓 ( 卫 站 了 ) 中 范 数 收 证 ), 下 面 验证 态 确 实 是 (1 一 7 了) 的 逆 
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算 子 . 
《了 一 下 (十 下 十 … 二 于 一 (7 十 于 十 有 十 十 下 
一 (了 下 十 下 一 十 下 于 全 
一 了 一 + 


令 a 一 co, 则 他 交趾 妥 加 >0( 因 近 |<D, 故 可 知 袜 ,天 是 7 一 人 
:= 人 0 


的 右 逆 ， 同 理 可 知 共 为 左 道 。 这 就 证 明了 5=(7 一 了 )-!， 证 毕 . 
定理 2 ( 庶 集 的 闭 性 ) 设 TE 否 (>X)， 则 p(T) 是 开 集 ， 
o(T) 是 闭 集 . 

证 若 p(T)= 儿 , 则 p(T) 自 然 是 开 集 ，( 定 理 3 将 证 明 :有 
界线 性 算 子 的 谱 , 不 会 超过 它 的 范 数 , 即 徐 oC7), 则 | 天 志 |TI, 因 
此 这 种 情形 实际 上 不 会 发 生 ). 

车 p(T) 非 空 , 设 p(T)， 对 任意 的 复数 和 有 恒等式 : 

TAT =T— A CA— ANT 
=(T— ADET— TA A AYT. 
现在 考察 1 一 (7 一 1)-1(4 一 加 ), 由 4nEpCT), (T 一 4.7)-! 是 有 界 
第 车 , 且 非 零 .如 果 |4 一 加 | 过 JT 一 467)- 则 1T 一 钙 1)- (4 一 
为 六 过 1 由 定理 1 知 
V=IT— CT— 7) 44)] 


有 逆 V1， 于 是 
{TAT}= (TAF, 

右 边 两 项 均 存在 有 界 逆 算 子 , 故 (T 一 外 ) 也 有 逆 ; 
(PT—ADTI=V (TA) 

这 就 证 明了 , 省 SpCT), 则 存在 和 的 邻 域 ， 

DCM) = <IT D1), 
CUA)TC PT), 
由 于 加 是 任 取 的 , 故 p(T 了 ) 为 开 集 ,因而 oC) 为 闭 集 。， 证 毕 . 


定理 3 设 TE 淘 (了 ->), 则 ct) 是 有 界 闭 集 , 县 当 4Ee(2 
时 有 i4 让 过 1z1， 由 此 可 知 pt 了) 非 宅 . 


证 ”我们 只 须 证 当 ! 对 >>174 时 都 是 全 前 正则 点 ,这 时 1 序 字 1 
< 故 


ye 
BT) ) 


1 ee 
2 
7 


这 说 明 p(T) 刁 {21141 放 [ 这 站, 豆 p(T) 非 害 ， 并 由 此 知 
oTICIA ASEITD. 
结合 定理 2 的 结果 , 即 知 0CT) 是 有 界 闭 集 ， 证 毕 ， 
线性 有 界 算 子 的 谱 还 有 许多 重要 的 性 质 ， 例 如 谱 集 非 空 ， 
sup [让 一 lim 必 全 村 ,以 及 庶 辽 照 定理 等 等 ,限于 篇 幅 , 不 能 在 这 


里 一 一 叙述 了 ，。 


§ 3， 紧 集 和 全 连续 算 子 

为 了 把 谱 论 应 用 于 积分 方程 , 我 们 要 介绍 一 种 全 连续 算 子 . 它 
的 定义 , 又 涉及 到 紧 集 的 概念 ， 

定义 1( 紧 集 和 相对 紧 集 》 设 节 是 度量 空间 , 形 是 习 中 子 集 ， 
记 果 对 形 由 任何 点 列 {tzn}3-: 都 存在 子 列 {zw1%-: 收 化 于 并 中 一 
元素 ze， 则 称 开 是 紧 集 。 和 如果 斑 中 子 集 交 的 闭 包 六 是 紧 售 ， 则 称 
六 是 相对 紧 集 ， 

例 1 “有限 纺 欧 氏 空 间 中 的 有 界 闭 集 都 是 其 集 , 有 界 集 则 是 相 
对 紧 集 ， 这 由 有 和 界 点 列 必 有 了 用 施 子 列 的 殊 尔 斯 脱 拉 斯 定理 立 好 可 
得 . 

例 2 展 中 的 单位 球 {z||zj<<1,zEL*) 不 是 紧 集 。 
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这 时 , 有 具 须 取 天 的 基 呐 量 es 一 (0.0 1,0,…) 显然 , les1=1, 


9 0， 
一 一 
£—1 


==1, 2,3,… 放 {es) 是 有 界 集 ， 但 是 {es) 中 的 两 个 不 同 元 素 之 
间 的 距离 为 |e: eif= /下 下 下 = 六 因此 其 中 不 存在 任何 收 
合子 列 ， 出 于 单位 球 是 闲 集 , 所 以 也 不 是 相对 紧 集 ， 
这 说 明 , 在 无 限 维 空 间 , 有 界 集 不 一 定 是 紧 集 ， 
定义 2 (全 连续 算 子 ) 设立 和 了 是 线性 赋 范 空间 ，P 是 到 
了 的 线性 算 子 ， 如 果 尘 不 的 任何 有 界 子 集 必 ，TMY 都 是 了 中 相对 
容易 看 出 , 严 是 全 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 : 设 {zs}%-, 是 碟 中 
的 有 界 点 列 , 则 {zzjjS.， 必 有 收 化 子 列 
例 3 设 K(s,6)= Sgt)fi(s)， 其 中 及，g ED?[a, 下 ， 
站 一 二 
{g) 是 线性 无 关 的 、 定 文 
(APNt)= | Ks, tp(s Yds, pers[e,] 
则 4 是 会 连续 算 子 . 
证 由 于 
Gant)=| [DoF Cs) com 


= [| fee)as ct), 
我 们 可 知 算 子 4 的 值 域 是 由 51,…, 9 所 张 成 的 有 了 有限 维 子 空间 环 . 
任 给 [a，5] 中 有 界 集 寻 ， 容 易 看 出 4 是 有 界 算 子 . 歼 4 于 
是 正中 有 界 集 ， 因 下 是 有 限 维 空间 , 它 的 有 界 集 都 是 相 灶 紧 的 , 故 
扫 奸 为 相对 紧 集 , 证 毕 ， 
定理 1 设 {T,}*-: 是 下 到 了 上 的 全 连续 舌 子 列 , 了 是 Banach 


空间 , 而 且 上 人 一 人 .1 >0, 则 T 也 是 爹 连续 算 子 ， 
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证 明 设 {cs} 和 -， 是 开 中 有 办 序列， 我 们 用 对 角 线 方法 在 
{zs)-: 中 选取 收 北 子 列 ， 

因为 工 是 全 连续 的 ， 故 存 在 {zr}?-， 的 子 列 {2 my- 使 
ai 和 收 钱 .又 因 7 全 连续 ， 存在 {Tig} 的 子 序列 
{rz} 各 -| 使 {全 2zzymj2 1 收 化 .如 此 继续 下 去 ,可 从 {zmomj>-: 中 选 
昌 {zarpm} 5 使 {Tran ns 收 仇 ， 我 们 选取 对 角 线 序列 
{zommy8-， 它 对 任意 的 了 ， 总 有 {Tzmom)3ct 收 伍 . 

{zmm) 人 -1 是 有 界 序列 ， 设 1zmym| 志 6 对 一 切 自 然 数 二 成立. 任 


给 e>0, 存在 充分 大 的 加 ,使 | 了 ,一 了 P< 让、 因为 他 szmom)%-， 当 
坟 广 oo 时 收 雍 , 故 存在 Ni, 当 p, 94> 训 | 时 


HT yr Tze < 


这 样 一 来 , tTzm mi%=1 是 {TX} #1 的 收 合 子 列 。 
事实 上 
和 xp 一 全 二 ze 一 卫 wzooo 
+ Tyzsr ~ Tyroelt Tyrs,al 


<IT Ts + Th 


由 于 了 是 Barach 空间 ， 可 条 1 和- 是 收 般 子 列 . 证 毕 . 
例 4 设 下 (s,#)EI2CR)， 呈 基 奸 形 [9,5j x Ea,5], 在 
[a,5] 上 , 作 算 子 
(KP S)=[ KCs, tp) verta,bd] 
则 正 是 念 巡 续 算 子 . 
我 们 先 证 下 是 有 界 算 子 ， 这 由 下 式 可 知 
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hEgpCs)) =(| (Fy)(s) | ds 六 
as} 


< 人 [col 人 CD 


=([ | EC) p(t) 


<(| | IK Cs, t) [dids b ph. 
由 于 KCs,4)EL*(CR), 有 
[ | {Kts, 1)] 20 ds oo, 


这 证 明了 鸦 的 有 界 性 ， 现 证 下 是 金 连 续 的 . 

设 {en(t) 是 工 [n, 台 中 的 完全 正 交 基 , 则 {en(s)ent2)}®. mt 
是 (RE) 的 完全 正 交 基 ， 正 交 性 是 显然 的 , 更 检验 它 的 完全 性 . 设 
有 f(s,1)EIACR), 使 得 对 一 切 的 3,m 成 并 


| easyen tdsdt=0. 


在 


国定 2a, 由 富 比 尼 定 理 知 

[eno( Ff, ies(s)ds ja =0. 
由 te 区 门 } 的 完全 性 , 知 

| fCs, fen Cs)as=0, a.e. 


再 用 {es(8)) 的 完 爹 性 ， 即 知 fs, 耻 二 0 ae,， 这 就 证 明了 
{en(t)eats)} 的 完全 性 ， 于 是 上 (s,4) 可 按 这 组 基 展 开 ; 


Kl(s,1)= 3 dmaem( tn(8), - 
1 - 


,二 


pls, £) 一 3 Damaen(t)en(s), 


m= Rel 
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出 由 五 zksyt7 为 械 生 成 的 积分 第 了 于， 五 ppgts, 1) 是 全 连续 的 ( 匈 
例 49. 
再 出 


hrs 
[EK < {RG -Ko Vda lt 一 >0， 


于 , 旦 中 导 


可 知 下 是 全 连续 算 子 列 下 ps 的 极限 ,由 定理 1 知 , 二 是 全 连续 的 ， 


§4 自 伴 全 连续 算 子 的 谱 论 

这 一 节 , 我 们 将 证 明 下 列 定 理 

定理 1《D. Hiibert) 在 可 分 的 Hilbert 空间 及 上 的 任何 全 
连续 的 外 伴 算 子 , 一 定 具 有 以 特征 向 量 组 成 的 完全 直 交 系 ， 

证 明 这 一 定理 将 分 若干 步骤 . 我 们 用 八 个 引 理 来 完成 . 

引 理 1 如 果 i#el = 二 1, 4 是 白 翌 算 子 , 则 

HAel*< 4?el, 

并 且 当 和 且 仅 当 。 是 4 的 特征 向 量 ( 相 应 于 特征 值 4=|4e1*) 时 , 上 
述 丰 每 式 才 成 立 等 式 . 

证 明 由 Cauchy 不 竺 式 知 

Ael’:= (de, 4e) 一 (dze,e7 扫 | dellleE = lAel, 
上 述 式 子 锋 式 成 立 的 充 要 条 件 是 4?e 为 的 数量 倍数 ; 4A?e = je。 
其 中 4 可 以 由 下 式 定 出 
[Ael*:= (Ae, Ae) = {Ae,e)= he,e)= Mel’= 4. 
证 毕 . 

我 们 引信 极 大 向 量 的 概念 。 4 是 有 界线 性 算 子 , 邵 果 存在 |ef 
一 1; 使 得 14el 二 14 则 称 。 是 4 的 极 大 向 量 ， 一 般 算 子 不 一 定 存 
在 极 大 疝 量 ,但 我 们 有 

引 理 2 全 连续 的 自 伴 算 子 具有 极 大 向 量 . 

证 ”由 上 4 的 定 广 可知， 存在 一 列 ram 一 1 2,…，[f zl 一 1 
» 


而 4zs 满足 | 4zas4 ->14， 因 为 4 是 全 连续 的 ，{dzaj3-: 中 必 有 收 
证 子 到 不妨 认为 {47,1%-!1 就 是 双人 钙 的 . 设 Ar->y， 可 以 断言 


+ 二 训 9 就 是 要 找 的 极 大 向 量 ， 其 中 异 == 上 = 和 41, 实际 上 ,由 于 
Az= lim 4( 等 》 


1 


EE 四 1 2 了 工 2 
>14( 舍 首 = 训 1422 省 之 部 14zn? 一 


而 


答 |<: 帮 | 4( 分 | 生 W 由 引 理 1 


这 就 证 明了 14zj tim 4 人 笋 站 = 形 ， 证 毕 ， 


引 理 3 设 e。 是 自 伴 算 子 4 的 极 大 向 量 , 则 es 是 4? 的 特征 
向 量 ( 具 有 特征 值 ( 4), 


证 直 引 理工 知 
A = | Ae sh Aseol < Al’, 
旭 1 4eo 因 一 上 4seol = Lab, 
且 s 是 4 的 特征 揣 量 , 特征 值 为 
4=|4eod*=14 证 毕 . 


.3 引 理 4 若 4 有 特征 值 二 *, 则 算 子 4 有 特征 值 歼 或 一 对. 
证 将 4eo= 虹 ?eu 改写 为 
【4 一 开门 (4 十 虹 7 门 Bo 一 0 

如 (4+3TDets0， 则 它 是 4 的 以 下 力 特 征 值 的 特征 向 量 ， 如 果 
(4 十 和 HDD)eo 一 0， 则 一 站 是 和 4 的 特征 值 ，es 是 相应 的 特征 向 县. 
证 毕 . 

推论 1 设 4 为 全 连续 自 伴 算 子 ， 则 | .41 或 一 上 4 中 必 有 一 
为 4 的 特征 传 . 

以 下 再 证 明 44 具 有 用 特征 向 量 构成 的 完全 直 交 系 . 
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引 理 5 自 伴 算 子 4 的 相应 于 不 同 特征 传 的 特征 向 量 是 彼此 
直 交 的 . 

证 设 4z 王 4z, Ay 二 9,2 妆 4 由 于 和 4 为 自 伴 算 子 ,所 以 4 及 
睛 均 为 实数 .因此 我 们 有 

0=CAx, yg) (x, AY) = 4 一 CCZ 2) 

但 4 和 jg, 圾 (x,)=0, 证 毕 . 

引 理 6 设 4 是 全 连续 算 子 , 5 是 任 取 的 正 数 , 考察 绝对 值 大 
于 6 的 特征 值 ， 则 4 的 与 这 些 特 征 值 相 应 的 所 有 就 范 直 交 特 征 向 
量 系 只 含有 有 有限 个 向 量 . 

证 设 六 是 由 特征 向 量 组 成 的 就 范 直 交 系 ， 其 中 每 个 特征 向 
量 相应 的 特征 值 的 绝对 秆 大 于 5 设 e;,ejE8, ei=1, 1e;|=1, 
(e863) =0. Ae,— Ae,, Ae;=Ae;, | 由] 全 全 14;| 计 5B. 

我 们 有 

| Ae — Aesl: = laie— el = Al+ | 28°, 

就 范 直 交 系 驴 当 然 是 有 界 集 ， 如 果 它 是 无 恨 集 的 话 ， 由 于 4 
征 全 连续 的 , 则 必 可 选 子 列 fes}S-:，{4esS-+ 包 含 收 敏 子 列 ， 但 
{dea}%-+ 中 元 素 征 此 距离 大 于 /了 36, 这 就 导致 对 盾 ， 因 而 驴 是 有 
假 柴 ， 证 毕 , 

推论 2 全 连续 算 子 和 4 的 粕 应 于 非 零 特征 值 4 的 就 范 站 交 特 
征 人 向 量 至 多 为 有 限 个 . 

综合 3[ 理 5 和 引 理 6 可 得 重要 结果 .对 全 连续 的 自 伴 算 子 来 
说 , 我 们 已 经 可 以 描绘 出 它 的 谱 集 的 特征 ， 首先, 自修 算 子 的 特征 
值 都 是 实数 ， 事实 上 ， 车 de= 4e, 则 4= {de,e)=(e, 4e)=A(e, 
e) 一 和 。 其 次 , 彼此 不 同 的 非 零 特 征 僵 至 多 为 可 列 个 .这 是 因为 彼 
此 不 阿 特 征 值 相应 的 特征 向 章 彼 此 直 交 ( 引 理 5 )， 再 由 引 理 6 知 


大 干 二 的 特征 值 个 数 为 有 限 个 , 令 a->co, 即 知 非 零 特征 值 总 数 至 
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多 为 可 数 个 最后， 特征 信 除 了 原点 外 不 可 能 有 极限 点 ， 我 们 不 
妨 将 金 连 续 自 伴 算 子 4 的 非 零 特征 值 排 成 一 列 ( 按 绝对 值 的 大 小 ) 
AA, A;, 2, “A “TT 

芒 有 无 限 多 个 不 同 的 值 , 出 4 一 0. 
现在 我 们 得 引 进 特 征 子 空间 的 概念 . 设 1 是 4 的 特征 值 . 所 有 
以 4 为 特征 值 的 特征 向 景 所 张 成 的 子 空间 称 为 对 应 于 4 的 特征 子 
空间 ， 全 连续 算 子 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 ( 见 引 理 6 的 推论 )， 
这 样 ,我们 可 以 把 金 巡 线 自 伴 算 子 的 特征 值 重 新 排 到 , 使 得 每 
一 个 特征 什 失 对 应 一 个 就范 的 特征 向 景 ， 其 方法 是 将 对 应 个 特 
征 向 量 的 特征 值 蛋 复 出 现 上 次 .我 们 不 妨 仍 然 按 绝对 信和 的 大 小 
排 ， 记 为 
Ai, As, da, es A 让 
这 里 的 十 可 以 征 此 相间 , 相同 的 个 数 等 于 该 特征 信 对 应 的 特征 子 
空间 的 维 数 ， 其 相应 的 特征 向 量 为 
Pi Pa Pa 
这 些 特征 向 量 是 彼此 直 交 的 ， 我 们 不 妨 认 为 它们 都 已 就 范 化 ， 因 
而 {ga} 构成 一 个 就 范 站 交 系 。，{gs} 所 张 成 的 亲子 空间 记 为 L， 下 
面 我 们 都 这 样 排列 {4} 和 {Pp。}. 
我 们 说 末 的 子 空间 履 是 4 的 不 变 子 空间 , 是 指 对 zsY， 总 有 
dzE 于 .了 工 是 4 的 不 变 子 空间 ,事实 上 ， 对 3EL， 存 在 


ya Da pe, Fay, 
起 =1 


但 Ay = Sag YA = SipeL, 
=] =1 
页 48YE 工 ， 
5l 理 7 ” 设 4 是 自 伴 算 子 , 互 " 是 4 的 不 变 子 空 间 , 则 召 ' 的 正 
交 补 宰 间 上 "也 是 4 的 不 恋 子 空间 . 
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证 设 痉 如", 即 对 任何 的 xEFH', 有 (x, 引 =0， 但 是 , (zx, AY) 
二 《Azx, 四 一 0, 这 说 明 dy 和 五 ' 直 交 , 即 4yE 下 "证 毕 . 

引 理 8 设 六 是 Hilbert 空间 , 4 是 全 连续 自 伴 算 子 , 对 任何 
xz 五 ,可 写成 


多 二 十 ”= > Ea Px Ea 
El 


这 里 Pi, Fo, 是 4 的 特征 向 重 ( 相 应 的 特征 值 非 零 ), 而 且 有 4z” 
=D 

证 4 的 与 非 零 特 征 值 相应 的 特征 向 量 ip。} 构成 就 范 直 交 
系 , 它 所 张 成 的 子 空间 为 上 上。 人 必 工 的 正 交 补 空间 双 . 由 引 理 ? 嵌 是 
刀 的 不 变 子 空间 .我 们 把 4 限制 在 六 上 滋 察 ， 得 到 六 上 的 全 连续 
自 伴 算 子 4x. .由 推论 1, 4sl 或 一 14wf 中 必 有 一 个 为 45y 的 特征 
慎 , 不 妒 设 为 14v* 儿 对 一 人 4 证 明 完 全 类 似 ) 于 是 存在 以 中 单位 
人 向量 eb; 使 Awes 二 1 4yleo, 从 出 于 eo 人 SE 民族 

Aeo— Awes— Aw leo, 

即 ee 也 是 44 的 相应 十 特 答 依 iA4wl 的 特征 向 量 ， 于 是 [4x 必须 等 
王 零 .事实 上 , 如 果 上 1 4sw1 不 为 零 , 那 未 由 工 前 作法 ; 必 有 ene, 但 
工 与 江 正 交 ， 必 须 eo 是 零 出 量 ， 这 与 en 是 特征 问 量 不 为 零 了 矛盾 . 
由 上 述 证 明知 人 4 限制 在 子 空间 如 上 是 零 算 子 ，4, 一 0， 也 就 是 说 ， 
对 一 切 xEN, Ax# = 二 0. 

现在 对 zxE 瑟 , 作 分 解 zz xX"”， 其 中 EL, rs"EP， 因 工 中 
就 范 直 交 系 {外 是 完全 的 , 改 

EE DE, Ts 
儿 = 角 

Azx” =0. 证 举 . 

现在 我 们 来 完成 Hilbert 定理 的 证 明 ， 

定理 1 的 证 明 对 可 分 Hilbert 空间 豆 上 上 的 全 连续 自 伴 算 子 
4,eb ez en 是 相应 于 非 零 特 征 慎 的 所 有 特征 向 县, 它们 张 
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成 工 . 其 正 交 补 空间 是 亚 . 国 吾 可 分 .型 亦 可 分 ， 其 中 有 基 ei ,ez …， 
ea， 它们 也 是 特征 向 量 , 相应 于 特征 值 0， 这 样 ,特征 向 量 {en} 
和 {tex} 合 起 求 就 构成 素 的 完全 直 交 基 , 证 毕 ， 

到 现在 为 止 ， 我 们 已 对 爹 连 续 白 伴 算 子 的 特征 值 作 了 完整 的 
叙述 ， 它 是 厂 限 维 空间 上 自 伴 算 辽 的 直接 推广 ， 这 类 算 子 有 实 值 
的 特征 值 ,此 数 日 到 多 为 可 数 ,如 果 吓 无 限 多 个 , 则 它们 不 能 有 非 零 
的 极限 点 ， 挫 能 以 0 为 权限 点 。 非 零 特 征 值 对 应 的 特征 子 空间 只 
能 是 有 限 维 的 .现在 我 们 要 问 ， 全 连续 和 白 侍 算 子 是 否 还 有 不 是 特 
征 值 的 谱 点 ? 我 们 有 下 述 的 定理 . 

定理 2 豆 上 的 全 连续 自 伴 算 子 4 的 非 零 谱 点 都 是 特征 全, 
车 豆 是 无 限 维 宝 疝 , 那么 0Eo CA). 

证 (1)》 若 五 是 有 限 维 空间 ,显然 4 内 有 实 特征 值 ， 

《2) 车 于 是 无 限 维 空间 , 则 0 一 定 是 谱 点 ;: 0Eo{4)， 事 实 上 ， 
车 0 是 4 的 正则 点 ,那么 47 1 存在 且 楚 定义 让 全 空间 的 有 界 算 子 . 
由 于 了 = 44 ', 对 召 中 的 任何 有 界 点 列 {za7%，i4 x2}3-1 仍 
为 有 界 点 列 ， 朵 为 二 是 全 迷 续 的 (ACA 1m) {0 -1 将 有 
收 伍 子 列 .但 是 喜 是 无 限 维 的 , 根据 83 例 3 同样 讨论 ， 知 五 中 
驶 范 直 交 系 fei}y 中 不 可 能 进出 收复 子 列 ， 这 就 导致 了 也 盾 ， 押 以 
oot4) 《这 里 只 用 4 是 全 连续 的 , 如 果 还 假定 4 是 自 伴 的 , 0 必 
是 特征 值 , 这 里 不 给 证 明了 ,》 

(3) 车 4 不是 特征 值 ,4 兰 0, 则 4Ecg4)， 由 谱 集 oC4) 的 定 
义 知 , 车 4 不 是 特征 值 , 本 能 属于 谱 的 分 类 中 的 (2)》 3) 两 类 谱 点. 
从 道 算 子 定理 知 ， 有 4 不 会 有 (3) 类 谱 点 ， 我 们 只 须 证 4 不 是 (2) 类 
谱 点 , 即 (4 一 4 好) 的 值 玻 一 定 充满 整个 空间 豆 ， 现在 任 取 抵 豆 ,由 
引 理 8, 知 


y= Umerty”, Sn <ioo, 
此 二 上 k=1 
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其 中 ei 巧 蕊 的 楷 巾 于 非 登 特征 徒 的 特征 向 量 ，Ay"=D， 我 们 
票 求 出 疙 吾 ,使 (4 一 47x 二 # 邢 可 。 现 在 没 洲 求 出 下 式 中 的 各 和 


Ld 


Y 。 


w= SEert er", Azx”=0, 
花 一 


【《 妈 一 47 7 一 >) Sit Ai —A)er—Az", 
点 二 


由 直 交 展开 的 瞧 一 性 定理 知 
1 i 了 
2 二 一 了 六， 人 (机 一 让 =， 即 总 = A 


由 于 所 温 有 非 零 极限 点 | 大 . | co. 这样 
就 把 = 找到 了 ， 因 此 4 不 是 (2? 类 庶 点 。 证 毕 ， 


8 5， 具 对 称 核 的 积分 方程 


最 后 , 丰 我 们 考察 谱 论 亦 积 分 方程 理论 中 的 应 用 . 
设 在 矩形 召 : [ex [a, 恕 上 定义 KK(8,8), KE(s, 5)ELI(R), 
而 且 K(8,t)= 二 拱 (2,5)， 定 浆 


Apls)= | KCs, tp), et)EEzta 8] 
4 称 为 具有 平方 可 积 对 称 核 的 积分 算 子 ， 它 是 自 伴 的 ， 实 际 上 ， 
由 Fubini 定理 可 知 
(4p, =| {| Ks, pC a yee 


=| 人 KCs,t)p(t) playdids 


-| rc 人 Kes， 1 pjasl dt 


» F025 


= | oC ff Rr Ips dt 


- [rN KG,s) vs)as ‘a 
= (C9, A¥). Pp, PELTLa,b] 
走 $3 例 :4 知 4 还 是 全 连续 的 ， 
设 4 是 由 上 述 交 (st 所 决定 的 积分 算 子 , 山 对 任意 9E 天 [ae, 打 
有 
二 Ddier 


其 中 和 是 非 零 特征 值 ， 记 与 4 机 应 的 特征 向 量 e; 构成 的 就 范 真 
交 系 为 如 时 , 台 是 四 按 六 展 下 的 官 氏 系 数 ， 事 实 上 ， 我 们 根据 3 4 
的 再 iibert 定理 知 


时 一 -Tie 十 全 ” 3 Azr"=0 


将 4 作用 后 即 得 所 要 求 的 结果 . 
现在 我 们 苯 察 下 列 积分 方程 
pls) Hs) | Ks, to(t) a, (x) 


其 中 f(s)，K{s,1) 是 已 知 的 ，fEL*[a,5i， KCs, 让 ELAR)， 
E(ts,t) 一 玉 (t,8)， 求 满足 条 件 (*) 的 pCs). 
定理 1 对 具有 对 称 核 的 积分 方程 


psf +t KCs, om = Fs) + AP) Cs). 
如 果 4 的 特征 值 {入 } 都 不 等 于 1， 则 上 述 方程 有 唯一 解 
1(f, 00) 
PS) > ers 
其 中 ev 是 相应 于 1 的 特征 向 量 . 
证 将 方程 gq=f+ dp 两 边 与 cs 作 内 积 , 得 到 


#3 


《P,es》 (fe) itdAg, er) 
一 (ff er) 二 (py Aes) 
一 (ffes) | A CP, er), 
其 中 心 是 实数 ， 因 此 ,由 办 十 1 可知 


(CP, Er) = 


(六 ex 
1 一 1 


这 样 , 我 们 很 自然 程 到 欲求 的 函数 p(x) 可 用 它 关于 {es} 的 富 氏 系 
数 夫 以 表达 : 
P(r) = De,. 
下 一] 4 
现在 我 们 来 检验 它 确 实 满足 

g++ AP. 

首先 ,因为 feLt[a,5], 311CF,es)1*<<co， 由 于 4 是 全 连续 自 伴 
关于 

个子 ,没有 非 堆 的 极限 点 , 故 inf 11 一 [是正 数 , 因而 在 在 常数 C， 


使 得 所 C0, 于 是 


1 
1 一 名 | 


这 就 是 说 , 上 述 表 示 gzZ) 的 级 数 在 二 [ea 0 中 是 收敛 的 ,于 是 
4 一 于 条 人 4e， 二 全， 条 全 ?和 人 
t=1 * 


E=1 
= 一 { 3 
一 一 人 人 oe 二 pf 


这 就 得 到 
Aw+f=%. 证 毕 . 
定理 2 对 上 其 有 对 称 核 的 积分 方程 
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F(s)= fs) 二 | KCs, pF =f+A9p. 


如 果 4 的 特征 值 (4.} 中 有 些 等 于 1, 这 些 等 于 的 特征 什 记 为 (4,} 
《最 多 只 有 有 限 个 )， 与 本 相应 的 特征 向 量 为 es， 这 时 若 对 某 一 
个 ef ee)s0, 则 方程 无 解 ， 如 果 对 一 切 e;, 均 有 {f,e;)==0, 则 
方程 有 解 , 而 且 解 可 以 精确 到 加 上 由 这 些 es 张 成 的 子 空 间 中 的 一 
个 向 量 . 

证 车 对 某 es，(F, ei) 0， 测 方程 不 可 能 有 和 解 ， 如 车 不 然 ， 
方程 pg= 了 二 49 有 解 pts), 则 

(per)= (Cf, er) Fhr Cp, es)=(f, es,) + (Pp, es), 

导出 (4, es) 二 0, 这 和 条 件 是 了 矛盾 的 ， 

如 果 对 4 = 二 1 的 特征 向 量 ei ,都 有 (fj,es)=0, 令 p=g' 二 Pp" 
其 中 


=o, +1) 


p=TEies (di=1) 
其 中 二: 是 任意 常数 ， 由 条 件 和 p” 正 交 ， 和 定理 1 一样 可 证 
492 = 一 上 


对 gp" ,我们 有 
Mp EEiAder — Déres = 
所 以 
Ap=AP'+ AP" = —f+i+p" =9—f, 
即 
APTf=w. 
”这 就 证 明了 多 是 方程 的 解 ， 由 于 9” 在 {e;| 一 1} 张 成 的 子 空间 
中 可 以 任意 取 , 而 mw 是 一 意 决定 的 ， 豆 解 v 在 第 确 到 一 个 被 加 向 
量 w" 的 意义 下 是 唯一 确定 的 。 证 毕 。 
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第 十 章 习 是 


4， 设 下 = 人 [M0, 11, Ax 一 tz(D), ztES. 证 明生 =L0， 1]， 且 其 中 迭 
有 特征 慎 . 
2 说 斑 =C[0, rl, Ax=eriz(t), z(t)EX， 证 明 o()={4:| 天] 一 二 
3， 设 瑟 =1% 
AF= A Ya Tres) 2, Fa ps, 
试 求 cf， 
4 设 正 是 平面 上 无 限 有 有 界 闲 集 ，{an} 是 下 的 一 税 窗 子 集 ， 在 2 中 定妆 
算 子 了 : 
Ty= Pp 2 Tay) = CE Cn ) 
负 a 都 是 特征 值 , 0 (T) = 至, PN{aey 中 每 个 点 是 下 的 连续 谐 。 
5， 在 2 中 定 头 算 了 于 全 ; 
Tx—=T (gy, Rey, Fis) C0, 一 了 Ta Oe) 
证 其 没有 转 征 昼 , p(T = 二 姥 ， 作 ] 六 1 iR:= 对 411—D™. 
6， 设 1 为 线性 算 了 4 的 特征 值 ， 则 4 的 天 次 根 中 至 少 有 一 个 基 往 子 4 
的 特征 值 . 
7， 访 4 为 Banach 空间 瑟 上 的 线性 有 界 算 予 , 40Ep(4), 及 设 4 沪 加 -上 
一 列 线性 有 界 算 子 , 日 4。 一世->0， 证 明 当 站 完 分 天 知 ， 如 也 以 1。 为 正则 
战 . 
8， 变 和 4 是 Banach 空间 互 上 的 线性 有 界 算 子 , 当 4 ii 时 ， 


oo As 
RT lai Ta 上 [Lam 


n= 


9， 设 4 为 访 上 的 线性 有 界 算 子 , 4, AEp(4)， 则 
R={u AR Rh, 
10， 设 有 4 为 Hilbert 空间 吾 上 的 线性 有 界 算 子 ,4* 为 4 的 共 斩 算 子 , 证 
明 
oa) (AET CD) = oA. 
ti1. 设 4 是 发 上 的 全 连续 算 子 ， 证 明 : 当政 是 无 限 维 Banach 空间 有 时， 
只 要 4-! 存 在, 则 471! 一 定 基 无 界 算 子 ， 
12. 设 工 , 是 下 ,到 芒 , 的 全 连续 算 子 , 7 是 XX; 到 天 s 的 线 考 有 界 算 也 ， 
* 306” 


z 哪 


则 多 是 蕊 ， 到 支 : 的 全 连续 算 子 . 
13， 江 4 是 上 线性 算 子 , 记 6 一 (0 0 0 1 0 人 
人 


吕 一 1 个 
的 
de = > Ojnt yy 
了 =1 


其 中 ,1oiy 一 co, 证 明 4 是 全 连续 的。， 


q 一 工 


14， 符 号 同 第 13 题 ， 作 算 子 己 . 
Uer = eri 12 
证 明 上 是 * 上 全 连续 算 子 且 o U0) 一 40). 
15， 设 
48 一 | ep a 
求 44 的 特征 值 和 等 征 靖 数 . 
(提示 记 * = apidt ) 
16。 如果 积 分 算 子 的 核 为 


县 
Klas,£) — ps7g(t), 
珊 一 1 


共 中 ps} 为 线性 无 关 的 画 数组 , 则 其 非 零 特 征 值 44 相 应 的 转 征 向 量 有 形式 
ef 四 一 全 orprCt)， os 是 常数 
R=1 
若 记 gu 40 ps (ds, 
则 cs 可 由 下 式 决定 : 


hts = gc, 天 一 1, 2， "ne, 下 
1=1 


17， 在 16 题 中 , 车 p(x) 三 qi(2), (p49) 一 0, (i 所 力 ， 试 求 特征 信和 特 
征 函 数 
18. 车 
Klas, 1) =eoa (sd), Os, {en, 


* 07 . 


求 积 分 算 子 五 的 特 在 值 和 特征 函数 . 
19， 解 方程 


Ppt) 一 ?| os 人 | pa) dst1, 
20.。 解 方程 
PT) =3| rag) 8s 十 入 一 人 


4 宁 丰 让 二 


